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1. Einleitung

Seit der iiberraschenden Entdeckung von Gezeiteneffekten der Ms-Tide in den Magnetfelddaten
des Satelliten CHAMP (Tyler et al., 2003) haben die Induktionseffekte von Gezeiten wieder zuneh-
mendes Interesse gefunden. In den ersten Modellierungen wird nur die Verteilung von Kontinenten
und Ozeanen betrachtet, die Induktion in Unterkruste und Mantel bleibt unberiicksichtigt. Da die
Leitfahigkeit im Oberen Mantel niedrig ist und die relativ kurze Periode von 12 Stunden nicht die
hoherleitenden Bereiche des mittleren Mantels erreicht, sind bei zusatzlicher Berticksichtigung der
Mantelleitfahigkeit tatsédchlich keine entscheidenden Modifikationen zu erwarten. Trotzdem soll
hier iiber die allerersten Ergebnisse berichtet werden, ein vorhandenes spharisches Diinnschichtpro-
gramm fiir die Gezeitenmodellierung zu modifizieren.

Es erweist sich als zweckméBig, die Leitfdhigkeitsverteilung o(r) in einen normalen, nur radial
variablen Anteil o, (r) und einen lateral variablen - auf die Erdoberfliche r = a beschrinkten -
anomalen Anteil o,(r) zu zerlegen,

o(r) = on(r) + o4(r), o4(r) = 74(r)0(r — a).

on(r) enthélt einen normalen Oberflachenleitwert 7, der zusammen mit 7,(r) die Modellierung
von Ozeanen und Kontinenten erlaubt.

Die Magnetfeldberechnung fiir das normale Problem (7, = 0) ist sehr einfach, das anomale Problem
erfordert die aufwendige Berechnung der Verzerrung des gezeiteninduzierten Stromsystems durch
die Kontinente.

Wir wollen im folgenden versuchen, unter Verzicht auf zu viele mathematische Details eine moglichst
anschauliche Vorstellung von dem Induktionsvorgang zu geben. Deshalb gehen wir nur schrittweise
voran.

2. Der primare Anteil

Fig. 1 zeigt mit der tiefenintegrierten Stromungsgeschwindigkeit u zwei grobaufgeloste Moment-
aufnahmen des Wassertransports in der lunaren Ms-Tide mit der Periode T' = 12.5 h. Die untere
Abbildung zeigt den Zustand eine Viertelperiode frither. Die Daten stammen aus dem umfangrei-
chen Datensatz ‘Global Inverse Solution TPXO0.6.2” von Egbert (2003). (Zur Vereinfachung der
Dartellung werden im folgenden immer nur die zum oberen Zeitpunkt gehoérenden Felder gezeigt
werden.)

In Gegenwart des Erdmagnetfeldes F induziert die Gezeitenstromung u durch die Lorentz-Kraft ein
elektrisches Feld u x F und damit im elektrisch leitenden Ozean die tiefenintegrierte Stromdichte
= Fachenstromdichte

h
Je = /0 o(ux F)gdh. (1)

Der Index s bezeichnet die Projektion auf die Kugelschale S. j. wird im folgenden als ‘Priméarstrom’
bezeichnet.
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1 erzeugt z.B. im siidlichen Indischen Ozean das aus dem Gezeiten-
W, (rg) = / £
S

—90°
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inaldaten von Egbert (2003) mit einer Auflésung von 0.25° wird hier zur Vektordarstellung
nur eine grobe Aufésung verwendet. Die untere Darstellung liegt eine Viertelperiode friiher.
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Fig. 1
Der primére Flichenstrom j. 148t sich in einen divergenzfreien oder solenoidalen Anteil (Skalar U.)

Uhrzeigersinn. Dies ist in der oberen Abbildung von Fig. 2 deutlich zu erkennen. In dieser Abbil-
und einen rotationsfreien Anteil (Skalar ®.) aufteilen:

berg abflieende Wasser geméafl (1) als Primérstrom einen elektrischen (Flachen-)Stromwirbel im
dung paust sich auch der geomagnetische Aquator durch, auf dem (uxF)

Der Skalar W, ist die Stromfunktion und die Linien ¥

Im oberen Teil von Fig.
Anteils. Es gilt
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genzfreien (= solenoidalen) Anteil (Mitte) und einen divergenten Anteil (unten). Zwischen

benachbarten Stromlinien des quellfreien Anteils flieBen 2000 A, bei blauen Stroml
Quellen (rot) und Senken (blau) dargestellt. — Elektromagnetische Induktion in der Erde

spielt noch keine Rolle.

—450
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wobei
Bi(rir0) = - 1og (=05 |
1tTo C Ar 8 1—cos®)/ "

O ist die geozentrische Winkelentfernung zwischen r = (r, 6, ¢) und ro = (ro, 6o, ¢o),

cos © = cos 6 cos Oy + sin 0 sin Oy cos(p — ¢p).

Der solenoidale Anteil des Primérfeldes ist in dem mittleren Bild von Fig. 2 dargestellt. Die
Divergenzen Vi - j. zeigt das untere Bild von Fig. 2. Diese Quellen des gezeiteninduzierten Stromes
sind Senken des Leitungsstromes, der sich sowohl iiber Ozeane und Kontinente als auch — bei
nichtverschwindender Leitfahigkeit des Substrats — durch Strome in der Tiefe schliefit.

Nur der divergenzfreie (solenoidale) Anteil j. erzeugt im Auflienraum der Erde (19 > a) ein Magnet-
feld. In diesem Abschnitt, in dem nur das Primérfeld betrachtet und Induktion noch ausgeschlossen
wird, 1483t sich das Magnetfeld einfach nach Biot & Savart berechnen. Die Radialkomponente ist

Ber(ro) = [ [ 3e(x)] - Vaa(rlro) df 2)
mit 1o
@2(r|r0):m.
Magn. Radialkomponente des Primaerstromes — Re (0.5 nT)

Fig. 3: Die magnetische Radialkomponente des gezeiteneninduzierte primaren Flachenstroms in
Satetellitenhohe h = 430 km. Der Isolinienabstand betragt 0.5 n'T. Isolinien B, < 0 sind blau,
Isolinien B, > 0 sind rot. Der mit dem abstréomende Wasser verbundene Stromwirbel (im
Uhrzeigersinn) im siidlichen Indischen Ozean erzeugt ein B, < 0. Durch die Beiicksichtigung
von Induktion in der Erde wird B, deutlich geschwicht (s. die beiden folgenden Abschnitte).

3. Der normale Anteil

Nun wahlen wir eine radialsymmetrische normale Verteilung o,,(r) der elektrischen Leitfahigkeit.
Diese besteht aus dem Oberflachenleitwert 7, mit einer Anzahl von leitenden Schichten darunter.
Die Wahl fallt auf das Vierschichtmodell von Olsen (1998, p. 307) mit

0<z<520km : 1/o,=76Qm

520 km < 2 < 646 km : 1/0, = 4.5 Qm

646 km < 2 <791 km : 1/0, =5.9 Qm
z>791km : 1/0, =0.66 Qm
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Die Leitwerte der diinnen Oberflachenschicht liegen zwischen den Leitwerten der Kontinente (7, =
500 S) und den Leitwerten der Tiefsee (74 = 25800 S). Der Algorithmus zur Losung der Integral-
gleichung fiir den anomalen Anteil (néchster Abschnitt) hat die besten Konvergenzeigenschaften,

wenn man 7, gemaf
1 1 1 1
— (=) Q
Tn 2 \ Tmin Tmax

Der solenoidale Anteil des Normalstromes lautet

festlegt, also 7, = 980 S.

jsol,n =V x (f'\I/n) (4)

Dabei ist ¥,, die Stromfunktion fiir den normalinduzierten Anteil, die sich fiir w = 0 auf ¥, reduziert
und gegeben ist durch

Waro) = [ (£ Jelr)]- T.s(xlra) df.
i 1 &S 20+1 {l/a+br(l,w,on)}Pr(cos O©)

¢ =
3(r(ro) dm = U0+ 1) l)a+iwpon + br(fw, op)

Die toroidale Ubertragungsfunktion by koppelt an den normal geschichteten Untergrund an,

) | LT o+ 1 )
bT:%, (rfo)" = [zwugan(r)—i- (:; )}(Tfé)y fo(r) — 0 fir r—0.

Fir 7, = 0 ist &3 = Py.

Solenoidale Normalstromdichte — Re (2000 A)
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_450_
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Fig. 4: Stromlinien des solenoidalen Normalstromes in der diinnen Oberflachenschicht. Gegeniiber
Fig. 2, Mitte, hat sich das Stromsystem nur marginal verdndert. (Fir 7, = 0 hétte sich gar
nichts geéndert.)

Die zugehorige Radialkomponente des normalen Magnetfeldes fiir ro > a ist gegeben durch

Bu(ro) = /S[f- X jo(r)] - Vo Ba(r|ro) df (6)
mit
o] l
Lo a (20 + 1)Py(cos O) )
() = E — b= f n = 0.
4(r|r0) 47”% /=1 (TO) f/a + inOTn + bT(vaa Un)7 * ? e 0
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Magn. Radialkomponente des Normalstromes — Re (0.5 nT)

180°

Fig. 5: Die magnetische Radialkomponente des Normalstromes in der Hohe h = 430 km. Ein
Vergleich mit Fig. 3 zeigt, daf die elektromagnetische Induktion in der normal geschichteten
Erde B, deutlich dampft. Zu B, tragen auch die toroidalen Stréme unterhalb der Deckschicht
bei.

4. Der anomale Anteil

Bisher wurden nur Felder betrachtet, die sich durch einfache Transformationen aus j. ableiten
lassen. Wenn man aber den Gesamtstrom berechnen will, in dem die Verzerrungen durch Ladungs-
anhdufungen an den Gradienten der anomalen Leitwertvariation 7,(r) = 7(r) — 7,, beriicksichtigt
werden, so ist eine Fredholmsche Vektor-Integralgleichung fiir die Gesamtflichenstromdichte j(r)
in der Kugelschale r = a zu lésen. Diese Integralgleichung lautet [ z.B. Fainberg et al. (1990) ]

(o) =datro) + [, 5 i) Gloiva) af )

mit der normalen Flachenstromdichte
ju(r0) = [ Je(r) - Glrlro) df
und der Greenschen (2 x 2)-Dyade
G(rrg) = (V x #) @ (V x £0)Qr(r[ro) + Vs ® VsoQp(r|ro).

Dabei bezeichnet ® das dyadische Produkt. Q@7 und @ p sind die Skalarfunktionen fiir den toroidalen
bzw. poloidalen Stromflul; die nur von der normalen Leitfahigkeitsverteilung o, (r) abhéngen. Es
gilt

1 20+1 {l/a+br({,w,on)}Py(cosO)

o
= — — @
Qrtrio) A ez:; (E+1)  Ll/a+iwpory + br(l,w,on) = @3(rfro)]
und
Qp(rlry) = i — 20+1 {on(a”)/bp(f,w,00)} Pr(cos ©)
P\riTo) = 7 =+ 1) Tn +0on(a™)/bp(l,w,0p)
mit (rar)' e
Tgf r=a= " . + .
b= a) = nt =5 , f ,
P agg(a) > (7“ 9@) [zw,uoa + 2 (r gg) ge(’[’) 0 fir r—0

Die Dgl. gilt innerhalb homogener Schichten; an Schichtgrenzen sind o,g, und (rg;)’ stetig.
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Insbesondere ist Qp(r|rg) = ®3(r|rg) [siehe Gl. (5)], so dafl der divergenzfreie Beitrag von j, mit
dem oben angegebenen jso ., [siehe Gl. (4)] identisch ist. Die normale Flachenstromdichte

jn = je + TnEgn

besteht aus dem gezeiteninduzierten Priméarstrom j. und dem Leitungsstrom 7,Eg,. Letzterer
ergdnzt — zusammen mit den in den Mantel einflieenden vertikalen (poloidalen) Strémen — das
divergente j. zu einem divergenzfreien System. Es gilt

vs(je + TnEsn) = Jnr(a_)-

Dabei ist Jnr(a™) = op(a™)Enr(a™) die Radialkomponente der normalen Stromdichte unterhalb
der diinnen Schicht. Deshalb j, ist divergenzirei, falls die diinne Schicht nicht galvanisch leit-
end mit dem Mantel verbunden ist [o,(a”) = 0]. In Ubereinstimmung damit ist in diesem Fall

Qp(r’ro) =0.

Die Integralgleichung (7) wird mit der Wahl von 7,, nach (3) gelost, weil dann |7, /7| moglichst klein
bleibt. Fig. 6 zeigt oben die resultierende Gesamtstromdichte

J=Je+ TEq, (8)

in der Mitte den divergenzfreien Anteil joo = V X (£¥) mit der Stromfunktion

W(ro) = [ [ ()] V. (alro) .

und unten die Divergenzen V,-j. Im Vergleich zu Fig. 2 ist das solenoidale Stromsystem schwicher.
Die Divergenzen reichen bis in die Kontinente herein, wo die Strome dann abtauchen.

Die zugehorige Radialkomponente des Magnetfeldes ist
Br(ro) = [ £ % °0) + 70)Bulw)}] - V.Ba(elro) o, o)

E; = (j—je)/7 [siehe Gl. (8)], und wird in Fig. 7 in der Satellitenhéhe h = 430 km dargestellt. Die
hohe Leitfahigkeit der Weltmeere fiithrt in der magn. Radialkomponente zu einer Abschwéchung.
Dies wird deutlich in Fig. 8, in der die meridionalen Mittelwerte der Betrage der komplexwertigen
Groflen B, und B,., verglichen werden. Der Amplitudenverlauf stimmt qualitativ mit entsprechen-
den Ergebnissen von Tyler et al. tiberein, die Amplituden sind allerdings um etwa 50% grofer.

5. Zusammenfassung

Mit Verzicht auf eine ausfithrliche Ableitung der einzelnen Gleichungen, aber mit der Absicht,
ein geophysikalisches Verstandnis zu erhalten, wird die Induktion der Ms-Tide in einem ein-
fachen sphérischen Modell mit einer diinnen inhomogenen Deckschicht modelliert. Es zeigt sich,
da wichtige qualitative Erkenntnisse allein aus Integraltransformationen der priméren gezeitenin-
duzierten Stromdichte j. erhalten werden konnen. Zur Vereinfachung der Darstellung haben wir
die Betrachtungen auf die magnetische Radialkomponenten beschrankt, die Tangentialkomponenten
lassen sich entsprechend behandeln. Unbefriedigend ist, dafl die Amplituden der Radialkomponen-
ten allein schon etwa 50% grofler sind als die von Tyler et al. (2003) ermittelten Amplituden des
vollstandigen magnetischen magnetischen Vektors. Dies verlangt noch eine genauere Untersuchung.
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Fig. 7: Magnetische Radialkomponente B, in Satellitenhohe. Isolinien B, > 0 sind rot, Isolinien
B, < 0 blau.

Meridionales Mittel von IB_rl in Satellitenhoehe 430 km
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Fig 8: Vergleich der meridionalen Mittelwerte der Betrige der komplexen Amplituden B, und
B, in Satellitenhohe.
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