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Sensitivititsberechung mit adjungierten Green’schen Funktionen
fiir eine mehrdimensionale TEM-Inversion auf Linux-Clustern
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Zusammenfassung

Zur Interpretation transient elektromagnetischer (TEM) Daten, die auf einem leitfihigen und mehrdi-
mensionalen Untergrund aufgenommen wurden, wird derzeit ein ,least-squares” Inversionsprogramm fiir
Linux-Cluster entwickelt. Eine der Besonderheiten des Inversionsprogrammes ist u.a. die Berechnung der Sen-
sitvitdten mit der Methode der adjungierten Green’schen Funktionen direkt im Zeitbereich. Dies erlaubt eine
schnelle Berechnung der Sensitvititen auch fiir eine Vielzahl von Modellparametern. Die Erlduterung einiger
numerischer Aspekte zur Implementierung grundlegender Gleichungen steht in diesem Artikel im Vorder-
grund. Ein grofser Vorteil den die Berechnung der Jacobimatrix birgt, ist die Méglichkeit zu einer eingehenden
Analyse der Sensitivitdten. Zu einer vergleichenden Diskussion werden Sensitivititen fiir ein LOTEM-2D-
Modell berechnet und mit denen der Perturbationsmethode verglichen.

Einleitung

Im Gegensatz zu anderen Verfahren der elektroma-
gnetischen Tiefenforschung (z.B. Magnetotellurik) ist
bislang kein automatisches Verfahren zur iterativen
Rekonstruktion mehrdimensionaler Leitfahigkeits-
modelle fiir die Interpretation transient elektromagne-
tischer (TEM) Daten vorhanden. Dies liegt grofiten-
teils daran, dass die Vorwiértslosungen der diffusiven
Felder sehr aufwendig zu berechnen sind. Die anre-
genden Strome sind dreidimensional und die zeitab-
hédngigen diffusiven Prozesse lassen sich explizit nur
mit groffem Rechenzeitaufwandt (Hohmann und Rai-
che, 1988) oder implizit nur mit komplexen linearen
Gleichungssystemen (Druskin und Knizhnermann,
1988; Weidelt, 2000) 16sen. Zeitabhangige Vorwartslo-
sungen, die auf der Grundlage der finiten Elemente
(FE) basieren, fehlen bislang. Die rasanten Entwick-
lungen im Bereich der Halbleitertechnik erlauben es,
dass das nicht lineare TEM-Inversionsproblem trotz-
dem effektiv gelost werden kann.

Erste mehrdimensionale TEM-Inversionen sind mit
der Methode der konjugierten Gradienten erfolgt
(Wang et al., 1994; Commer, 2003). Eine Besonderheit
der Inversionsmethode mit konjugierten Gradienten
ist es, die Berechnung der Jacobimatrix zu umgehen
und damit auf die Inversion grofier Matrizen zu ver-
zichten. Das von Commer (2003) vorgestellte Verfah-
ren ist jedoch aufgrund des verwendeten expliziten
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Zeitschrittverfahrens zur Vorwartsrechnung der EM-
Felder sehr zeitaufwendig und bislang nur auf Grof3-
rechnern realisiert.

Das in Scholl et al. (2004) vorgestellte Inversions-
programm sinv bedient sich einer klassischen ,least-
squares” Inversionsmethode. Ein grofier Vorteil des
Programms sinv ist, dass der schnelle Vorwértsloser
sldmem3t von Druskin und Knizhnermann (1988) zur
Berechnung der Modellantworten benutzt wird. Die
Programmstruktur von sinv wurde auf einem hete-
rogenen Linux-Cluster entwickelt und ist weitestge-
hend unabhédngig von der Rechnerarchitektur. Das
Programm wurde bereits testweise auf Grofsrechnern
eingesetzt.

Fiir die klassischen least-squares’ Verfahren stellt die
moglichst genaue Berechnung der Jacobimatrix einen
zentralen Punkt dar. Die Berechnung der Jacobimatrix
eroffnet dabei die Moglichkeit zu einer eingehende
Analyse der Sensitivitdten, was im Idealfall tiber ei-
ne Spektralzerlegung erfolgen kann (Lanczos, 1960).
Ohne eine aufwendige Spektralzerlegung durchzu-
fiihren stellt die Betrachtung der normierten Uber-
deckung eine weitere Moglichkeit zu einer eingehen-
den Sensitvitdsanalyse. Eine rdumliche Darstellung
der normierten Uberdeckung verschafft dem Benutz-
ter einen schnellen Uberblick tiber die Auflosungsei-
genschaften die in der Daten gegeniiber einem Leifa-
higkeitsmodell enthalten sind und ermoglicht weitere

Interaktionen mit dem Programm’.

2Geologisches Institut der Universitit Bonn, Fachrichtung Geophysik
1S0 lasst sich beispielsweise das Auflosungsvermdgen bzgl. des Startmodells verifiziert und ggf. leichte Modifizierungen am Startmo-

dell einbringen.
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In diesem Beitrag werden vornehmlich die nume-
rischen und einige technischen Aspekte der Sen-
sitvitdtsberechnungen innerhalb des Inversionspro-
gramms erldutert. Im speziellen Fall von LOTEM-
Sensitivititen wird dabei eine besondere Aufmerk-
samkeit den Modellzellen in Sender und Empfanger-
ndhe zuteil, da diese das Inversionsergebnis beson-
ders stark beeinflussen. Ausserdem werden verschie-
dene Diskretisierungsfehler besprochen.

Das Inversionsproblem

Wichtige Elemente zur klassischen Formulierung des
nicht linearen Inverisonsproblems in der EM sind
die gemessenen Daten d = d;_._n und ein Modell
p = pi,...m zur Erkldarung der Daten. Mit einem ge-
eigneten Vorwartsoperator f(p) wird ein Satz Model-
lantworten f = f; . n(p) generiert und mit den ge-
messenen Daten innerhalb deren Fehlergrenzen ver-
glichen:

W(d-f)=R 1)

Die Matrix W ist die Wichtungsmatrix, die Diagonal-
gestalt hat und mit den Standartabweichungen der
einzelnen Datenpunkte auf der Hauptdiagonalen be-
setzt ist, wenn die Fehler der Messdaten voneinander
unabhingig sind. Die Norm des Residuumsvektors
auf der rechten Seite ist ein Maf fiir die Abweichung
und wird als Residuum bezeichnet. Als Modellpara-
meter wird ein arbitrares Startmodell gewihlt. Da das
Startmodell normalerweise stark vom wirklichen Mo-
dell abweicht ist das Residuum ||R|| > 1.

Um in einem iterativen ‘least-squares’ Prozess zu ei-
ner schrittweise Modellverbesserung im Sinne eines
kleineren Residuums zu gelangen, wird der Vorwérts-
operator durch eine Taylorentwicklung um ein Start-
modell p; angendhert.

f(p) = f(pi) + J6p; + O(6p;7) @)

Wobei ép; = p — p; ist und Terme ab einer Modellan-
derung zweiter Ordnung vernachléssigt werden. Der
Index i kennzeichnet die Iterationsnummer. Die Jaco-
bimatrix J ist die Ableitung der Modellantwort hin-
sichtlich ihrer Modellparameter und hat die Gestalt

_ Ofn(p)
am = O,

®)
P=P:
Aus Gleichung 1 und 2 sowie der Vereinfachung
0d; = d — f(p;) ergibt sich die Normalengleichung

4)

Falls J TEQQ invertierbar ist, ergbit sich mit der Be-

dingung fiir ein minimales Residuum 9||R||/0p = 0,
die Modellverbesserung des i-ten Modells

|| Wad;|| - [[WIopi|| = [R]]

5p; = [jg%]} B JTW25d,

(5)

Hierin zeigt sich auch die Nichtlinearitit des EM-
Inversionsproblems: Wére die Modellantwort linear
vom Modell abhingig, wiirde die Berechnung der
Schrittlange aus Gleichung 5 ausreichen um das ,rich-
tige” Modell? zu bestimmen. aufgrund des nichtlinea-
ren Charakters des Problems muss oben genannter
Prozess jedoch iterativ durchgefiihrt werden bis ein
Modell gefunden wird welches die gewtinschte Da-
tenanpassung liefert. Es existiert keine Losung wenn
JTW2J singular ist, d.h. det(J TEQQ ) = 0. Demnach

spielt bei der Anwendung von Gleichung 5 die Singu-
laritit der Matrix JTW?2J eine grofse Rolle. Definiert

man P = rang(J TE2£ ) als die maximale Anzahl line-
ar unabhéngiger Spalten so folgt nach Jackson (1972)
fur die Aufsteigend sortierten Eigenwerte A; .. m von

JTW?J, da8 gilt:

firi < P
firi > P

Ai #0
Ai=0

Es ergeben sich demnach P Freiheitsgrade des Glei-
chungssystems 5, alle anderen Eigenwerte verschwin-
den. Ist JTW2J nahezu Singuldr, d.h. det(J Tw?J ) <

1, werden mit Gleichung 5 sehr grofe Anderungen fur
relativ unwichtige Parameter berechnet und die Lo-
sung unterliegt u.U. starken Oszillationen. Bei derart
schlecht konditionierten Inversionsproblemen emp-
fiehlt Levenberg (1944) eine Stabilisierung des Pro-
blems mittels Lagrangscher Multiplikatoren. Eine bes-
ser konditionierte Formulierung fiir eine stabilisierte
TEM-Inversion mit sinv wird in Scholl et al. (2004) ge-
geben.

Gleichung 5 verdeutlicht den zentralen Charakter der
Sensitivitdten in der klassischen ,least-squares” Inver-
sion, da deren Amplituden den Inversionsprozess do-
minieren.

Fiir eine numerische Berechnung der Sensitivitdten
existieren im wesentlichen zwei Verfahren. Ersteres
wird einfach durch das Bilden der numerischen Diffe-
renzenquotienten charakterisiert und ist allgemein als
Perturbationsmethode bekannt (McGillivray und Ol-
denburg, 1990). Um den Einfluss eines Parameters auf
die Daten zu berechnen, muss hierbei fiir jeden Para-
meter eine sogen. perturbierte Modellantwort berech-
net werden. Deshalb ist die Sensitivitatsberechnung
mit der Perturbationsmethode fiir eine mehrdimen-
sionale TEM-Inversion mit grofSem M zu rechenzei-
tintensiv. Desweiteren sind die Differenzenquotienten
der relativ unbedeutenden Parameter oftmals so klein
dass diese aufgrund von Rundungsfehlern numerisch
verrauscht sind. Dies fiihrt zu einer schlechteren Kon-
ditionierung des Inversionsproblems.

2Im Sinne einer Ubereinstimmung zwischen den neuen Vorwirtsdaten und den gemessenen Daten innerhalb deren Fehlergrenzen.
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Das zweite Verfahren bedient sich der von Lan-
czos (1960) vorgeschlagenen Methode der adjun-
gierten Green’schen Funktionen und ist auch als
»adjoint-equation-method” (McGillivray und Olden-
burg, 1990) bekannt. Diese Methode wurde be-
reits von Weidelt (1975) fiir die 2D-Inversion von
MT-Daten mit Integralgleichungen benutzt und von
Hordt (1998) fiir die Berechnung zeitabhédngiger Sen-
sitivitdten vorgestellt. In sinv wurden dazu zwei dhn-
liche Methoden implementiert, deren grundsitzliche
Gemeinsamkeit die Berechnung von lokalen Sensitvi-
titen ist.

Lokale Sensitvititen

Die Berechnung von Sensitivitdten mit der Methode
der adjungierten Green’schen Funktionen hat im Ver-
gleich zur Perturbationsmethode zwei wesentliche
Vorteile:

1. Bei einer mehrdimensionalen TEM-Inversion ist
id.R. N <« M. Weil sich die Zahl der Vorwdérts-
rechnungen zur Bestimmung der Sensitivitdten
mit der adjungierten Methode nach der Anzahl
der Empfanger richtet ist diese Methode wesent-
lich weniger rechenzeitintensiv als die Perturba-
tionsmethode.

Fiir relativ unbedeutende Parameter lassen sich
Sensitivititen genauer bestimmen.

Fiir die Berechnung von zeitabhidngigen Sensitivi-
tdten mehrdimensionaler Leitfahigkeitsmodelle wur-
de in sinv der von Hordt (1998) entwickelte Forma-
lismus implementiert. Zwei wichtige Punkte dabei
sind, dass sich zum einen die Sensitivititen direkt
im Zeitbereich und zum anderen lokal, d.h. fiir je-
den Gitterpunkt, berechnen lassen. Das Signal des
Empfangers (R) wird von einem Quellstrom ange-
regt. Betrachtet man die Gitterzelle ijk, so kann nach
Hordt (1998) die Sensitvitit, die der n-te Datenpunkt
am Empfanger aufgrund einer infinitisimalen Leit-
fahigkeitsinderung innerhalb des Volumenelements
AVijr = Ax; Ay; Az, erfahrt, durch die Konvolutions-

gleichung
/ Gz_] k

berechnet werden. Gleichung 6 ist die rdumlich dis-
kretisierte Formulierung der eigentlich kontinuierli-
chen, von Hordt (1998) hergeleiteten Gleichung. Bei
der numerischen Berechnung beziehen sich die zu
errechnenden Felder auf einen Gitterpunkt der Vor-
wirtslosung, daher ist es zweckmdfig, eine lokale
Sensitivitat

SFR(t,

(5J”k

Uk( )dt A‘/ka (6)

tYEP(¢') dt’ 7)

einzufithren. Am Gitterpunkt ijk ist EP das vom
Quellstrom angeregte elektrische Feld. Fiir die Berech-
nung von EP in sinv wird angenommen, dass die An-
derung die das elektrische Feld aufgrund der infini-
tisimalen Leitfdhigkeitsstorung erfihrt, so gering ist,
dass das elektrische Feld durch das ungestorte Hinter-
grundfeld der Quelle angenédhert werden kann. Diese
Naherung wird auch als Bornsche Néherung bezeich-
net. Die Impulsantwort G® verkniipft den Strom, der
aufgrund der kleinen Leitfdhigkeitsinderung am Git-
terpunkt ijk existiert, mit dem Empféanger. Das adjun-
gierte Feld ldsst sich aufgrund des reziproken Feld-
verhaltens berechnen, indem man die Impulsantwort
am Gitterpunkt 75k einer Einheits-Dipolquelle am Ort
des Empfangers bestimmt. Je nach Empféanger ist die
Quelle ein entsprechend orientierter elektrischer oder
magnetischer Dipol. Die Impulsantwort lédsst sich auf
die Berechnung der Stufenantwort reduzieren (Hordt,
1998; Martin, 2003), was aufgrund des singulédren Ver-
haltens der Impulsantwort in unmittelbarer Umge-
bung der Quellen numerische Vorteile hat (Martin,
2003). Untersuchungen an einem homogenen Halb-
raum zeigten, dass die lokalen Sensitivitidten trotz
der Bornapproximation sehr genau sind (Ho6rdt, 1998;
Schneider, 2000; Martin, 2003).

Bei einer Inversion steht die schnelle Berechnung der
Jacobimatrix im Vordergrund. Wenn keine a priori
Informationen des Messgebiets vorhanden sind oder
eine weitergehende Interpretation auf der Grund-
lage eines 1D-Modells durchgefiihrt wird, ist das
Startmodell ein homogener oder geschichteter Unter-
grund. Fur diese Kategorie von Startmodellen stellt
die Berechnung von Sensitivitdten mit schnellen 1D-
Losungen eine sehr effiziente Methode dar, um die
Berechungszeit der Jacobimatrix erheblich zu reduzie-
ren. Mit der diskreten Formulierung der von McGil-
livray et al. (1994) gezeigten Gleichung lassen sich fre-
quenzabhingige Sensitivitdten

off(w)

5Uijk

Ev]k( ) zjk( )A‘/Z]k (8)

lokal am Gitterpunkt ijk berechnen. Hier ist E® das
frequenzabhingige Feld der Quelle fiir einen ge-
schichteten Untergrund mit einer infinitisimalen Leit-
fahigkeitsanderung am Gitterpunkt ijk. Ein Gitter ist
fiir eine 1D-Vorwiértslosung eher uniiblich, da prinzi-
piell zu jedem Punkt im Raum eine sehr genaue Lo-
sung im Frequenz-Wellenzahlbereich berechnet wer-
den kann. Die rdumliche Diskretisierung der 1D-
Losungen richtet sich in sinv zur Vereinfachung nach
dem Gitter der 3D-Vorwirtsrechnung. EP wird in sinv
wiederum mit der Bornschen N&herung bestimmt.
Das frequenzabhingige adjungierte Feld E} wird be-
rechnet indem man eine dem Empféanger entsprechen-
de Einheits-Dipolquelle am Ort des Empfangers in-
stalliert und entsprechend orientiert. E® ist das elek-
trische Feld am Gitterpunkt ijk der dem Empféan-
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ger zugeordneten Quelle. Die lokale Sensitivitdt des
Empfangers ist das Skalarprodukt aus Hintergrund-
und adjungiertem Feld. Die Frequenzabhingigkeit
der Sensitivitat ist impliziert. Zur Transformation der
im Frequenzbereich berechneten Sensitivitdten in den
Zeitbereich wird eine schnelle Hankeltransformati-
on unter Berticksichtigung des Einschaltvorgangs der
Quelle durchgefiihrt.

oo

b w R w, ~
S(tn) =70 »_ S {%El(’)} Hi(n—1) (9
l=—00

Mit 7, = —(2/7)/2t51107/10,

Mit den Gleichungen 6 und 8 ist es prinzipiell mog-
lich kontinuierlich verteilte Sensitvitdten im gesam-
ten Modellraum zu berechnen. Fiir die Sensitivitats-
berechnung des geschichteten Untergrunds werden
schnelle 1D-Vorwirtslosungen benutzt, die prinzipi-
ell an jeder Stelle des Modellraums bestimmt werden
konnen. Eine Beschrankung ist bei der Sensitivitdtsbe-
rechnung mehrdimensionaler Leitfdhigkeitsmodells
nur durch das Gitter der 3D-Vorwértslosung gegeben,
da es i.d.R. fiir einen speziellen Zeit-Tiefenbereich
konstruiert ist.

3D-Hintergrundfelder

Der benutzte Vorwértsoperator zur Berechnung der
in sinv benotigten 3D-Vorwirtslosungen ist das Finite
Differenzen Programm sldmem3t. Das Programm ar-
beitet nach der spektralen Lanczos Dekompositions-
methode (SLDM). Prinzipiell ist es hiermit moglich,
die benotigten Modellantworten und alle zeitlichen
Ableitungen im gesamten Modellraum beliebig ge-
nau zu berechnen. Die Vorwirtslosung basiert auf
der Bestimmung des Krylov-Unterraums, einer ap-
proximierten Darstellung des Losungsraums des ent-
standenen linearen Gleichungssystems. Dazu wird in
einem iterativen Prozess eine Ndherung der exakten
Losung bestimmt. Mit der benutzten ,infinit precisi-
on arithmethics” wird genau dann eine geniigend ge-
naue Naherungslosung berechnet, wenn der Algorith-
mus konvergiert. Es ist derzeit wohl das effektivste
Verfahren zur Losung der 3D-Diffusionsgleichungen
Weidelt (2000). Eine detaillierte Beschreibung der
theoretischen Hintergriinde gibt (Druskin und Kniz-
hnermann, 1994). Im Weiteren werden einige anwen-
dungsbezogene Aspekte erldutert.

Ein fundamentaler Punkt bei sldmem3t ist die raum-
zeitliche Diskretisierung (Gitter). Das in sldmem3t be-
nutzte Gitter ist ein regulidres Gitter. Es besteht aus
drei geordneten Tupeln von Gitterlinien, die ein Netz
aus quaderformigen Gitterzellen bilden. Eine Gitter-
linie ist eine Gerade durch den gesamten Modell-
raum. Ein grofier Nachteil dabei ist, dass sich keine
lokale Gitterverfeinerung vornehmen lasst, wie bei-
spielsweise bei der FE-Technik. Die Konvergenz des
Algorithmus wird vom Verhiltnis zwischen grofitem

und kleinstem Eigenwert des Losungsraums domi-
niert. Dies ist auf komplizierte Weise vom Gitter ab-
hingig. aufgrund eines schlecht konditionierten Glei-
chungssystems kann das Verhiltnis zwischen grof3-
tem und kleinstem Eigenwert ungiinstig sein und die
Losung divergiert. Ein schlecht konditioniertes Glei-
chungssystem ist beispielsweise durch das Einbrin-
gen von hohen lokalen Leitfdhigkeitskontrasten gege-
ben. Da man nur reguldre Gitter benutzt, hat man le-
diglich zwei Moglichkeiten: Entweder man ignoriert
den Leitfahigkeitskontrast und bekommt deswegen
eine ungenaue Losung, oder man nimmt eine Verfei-
nerung des Gitters vor. Wegen des reguldren Gitters
erstreckt sich diese Verfeinerung jedoch iiber den ge-
samten Modellraum und ist an einer anderen Stel-
le meif$t nicht sinnvoll. Dies bedeutet wiederum eine
schlecht konditionierte Losung. Weiterhin muss das
Gitter fiir eine korrekte Berechnung von sehr frithen
Zeiten feiner sein als fiir spite Zeiten. Deswegen ist ei-
ne automatische Gittererstellung fiir allgemeine Pro-
bleme nicht moglich, liese sich aber durch die Benut-
zung irreguldrer Gitter realisieren.

Weiterhin koénnen auf dem vorhandenen Linux-
Cluster nicht beliebig viele Modellantworten gleich-
zeitig berechnet werden. Die Berechnung lokaler Sen-
sitivitdten ist mit der rdumlichen Diskretisierung der
Vorwirtslosung verkntipft. Im Idealfall ist die rdum-
liche Verteilung der lokalen Sensitivitaten eine konti-
nuierliche Funktion des Abstands. Deshalb wird ei-
ne moglichst genaue Berechnung von Sensitivitdten
erreicht, wenn lokale Sensitivititen an allen Gitter-
punkten bestimmt werden. Wenn N die Anzahl der
Modellantworten und N; die Anzahl der Iterationen
bezeichnet, ist der Speicherverbrauch in der Grofien-
ordnung vom Produkt N - N; - 8Bytes (L. Knizhner-
mann pers. komm.). Ein allgemeines Gitter besteht
aus NNy N, Gitterpunkten. Fiir die Bestimmung lo-
kaler Sensitivitdten im gesamten Modellraum miissen
demnach 3 * NN, N, Hintergrundfelder mit sldmem3t
berechnet werden. Ubliche Gitter variieren zwischen
60-85 horizontalen und 50-70 vertikalen Gitterpunk-
ten. Es zeigte sich, dass die Losung umso genauer
ist, je mehr Iterationen benutzt werden. Mittlerweile
werden zwischen 8000 und 10000 Iterationen durch-
gefiihrt. Der Speicherverbrauch liegt demnach bei ei-
nigen GB.

Um das Problem des Speicherverbrauchs in den Griff
zu bekommen, wird es parallelisiert. Die Parallelisie-
rung in sinv besteht darin, den Modellraum in Unter-
raume aufzuteilen. Wenn die Sensitivititen am Mo-
dellrand verschwinden kann es zudem zweckmdssig
sein, den Modellraum zu verkleinern indem man die
dusseren Gitterlinien nicht mitbetrachtet. Die Dimen-
sion der Unterraume ist so gewdhlt, dass die einzel-
nen Nodes hierauf eine Vorwirtslosung ohne proble-
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matischen Speicherverbrauch berechnen kénnen?®. Die
Anzahl der Unterrdume richtet nach den Anforderun-
gen des Speicherverbrauchs und nicht nach der An-
zahl der Nodes im Cluster, d.h., dass alle benétig-
ten Hintergrundfelder auch auf einem Node berech-
net werden konnen. Fiir andere Hardwarevorrausset-
zungen kann die Parallelisierung angepasst werden.

Adjungierte Felder

Dasselbe Schema kann prinzipiell auch fiir die Be-
rechnung der adjungierten Felder benutzt werden, ist
aber aus einigen Griinden bislang nicht fest in sinv
implementiert:

o Es ist numerisch ungtinstig, dasselbe Gitter fiir
verschiedene elektrische und magnetische Quel-
len zu benutzen*

o Eine automatisierte Gittererstellung ist auch fiir
einfache Leitfdhigkeitsmodelle schwierig und
bislang noch im Versuchsstadium.

o Eine exakte Ausrichtung der Empféanger ist oft-
mals nicht gegeben, so dass Mischkomponen-
ten aufgezeichnet werden. Die adjungierten Fel-
der ergeben sich als Superposition verschiede-
ner Quellen und sind somit aufwendiger zu be-
rechnen.

e Die Impulsantwort hat in Senderndhe und an
der Erdoberfldche zu sehr frithen Zeiten singulé-
ren Charakter und kann mit sldmem3t u.U. nicht
genau genug berechnet werden (Hordt, 1998;
Schneider, 2000; Martin, 2003). Die korrekte Be-
rechnung dieses Spezialfalls wiirde wiederum
ein spezielles Gitter benotigen. Bei Verwendung
eines allgemeinen Gitters innerhalb eines auto-
matischen Inversionsprozesses ware der hier-
durch verursachte Fehler nur schwer abzuschét-
zen.

o Speicherverbrauch fiir die Berechnung der Fel-
der.

Deshalb werden in sinv bislang approximierte Sen-
sitivitdten mit einer 1D-Naherungslosung der adjun-
gierten Felder berechnet. Die Idee beruht auf der von
Farquharson und Oldenburg (1996), die mit approxi-
mierten adjungierten Feldern eine 3D-MT-Inversion
durchfiihrten. Nach Farquharson und Oldenburg ist
die Impulsantwort in der Ndhe des Empfangers grofs-
tenteils von geometrischen Faktoren und weniger von
der Leitfdhigkeit des Untergrunds abhingig. Die Im-
plementierung in sinv geschieht dabei so, dass die
Leitfahigkeitsverteilung unterhalb jedes individuellen

Empféingers in die horizontalen Richtungen unend-
lich ausgedehnt wird. Die adjungierten Felder las-
sen sich dann problemlos mit schnellen Vowartslo-
sungen fiir geschichtete Leitfadhigkeitsmodelle berech-
nen, was fiir jeden Empfanger parallel implementiert
wurde. Das Hintergrundfeld wird, wie bei Farquhar-
son und Oldenburg, mit einer 3D-Vorwértsrechnung
bestimmt. Dieses Berechnungsschema fiihrt zu einer
erheblichen Rechenzeitverkiirzung gegentiber den
ausschliefillich mit 3D-Losungen berechneten Sensi-
tivitdten. Vergleichstests mit ausschliefSlich mit 3D-
Losungen berechneten Sensitivititen zeigten, dass
viele Eigenschaften eines mehrdimensionalen Mo-
dells in den approximierten Sensitivititen enthalten
sind (Martin, 2002, 2003).

Integration lokaler Sensitivititen

Der gesuchte Parameter, die Leitfahigkeit, ist eigent-
lich eine kontinuierliche Funktion des Ortsvektors.
Um die realen Verhiltnisse in einer mehrdimensio-
nalen Inversion ndherungsweise zu simulieren wird
der Modellraum in Modellzellen unterteilt (Modell-
diskretisierung).

o(x,y,2) = 01,..m (10)

Das Volumen der Modellzellen, deren Grofie im Inver-
sionsporgramm prinzipiell frei variierbar ist, definie-
ren das rdumliche Auflésungsvermogen der Inversi-
on. Die Diskretisierung der Modellzellen ist dabei un-
abhingig vom Gitter der Vorwértsrechnung. Um den
genauen Einfluss der m-ten Modellzelle auf das Mefs-
ergebnis zu berechnen, werden die lokalen Sensitivi-
taten innerhalb des Volumens als kontinuierlich ver-
teilt vorausgesetzt und integriert:

T = | [ [ Sinttn) av
Vin

(11)

AX

Abbildung 1: Auschnitt einer Modellzelle in der mehrere Gitter-
knoten liegen. An der Stelle ijk sind lokale Sensitivititen S;jx(t)
errechnet worden.

Eine numerische Naherung von Gleichung 11 konnte
beispielsweise darin bestehen, die lokalen Sensitivita-

3Jeder Node des Linux-Clusters stellt fiir die Feldeberechnung ca. ein halbes GB zu Verfiigung.
4Bei LOTEM werden bespielsweise horizontale elektrische Felder und die Zeitableitung der magnetischen Felder in allen drei Raum-

komponenten aufgezeichnet.
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ten auf den Mittelpunkt der Modellzelle zu interpolie-
ren und mit dem Volumen der Modellzelle zu wich-
ten. Fiir Modellzellen innerhalb deren Volumen die
lokalen Sensitivitaten grofie raumliche Gradienten be-
sitzen zeigte sich jedoch, dass diese Naherung zu un-
genau ist. Es ist daher sinnvoll eine genauere Nihe-
rung von 11 zu berechnen. Dies wird in sinv erreicht,
indem die lokalen Sensitvititen mit dem Volumen der
jeweiligen Gitterzelle gewichtet werden. Die nach den
Gleichungen 6 und 8 berechneten lokalen Sensitivita-
ten beziehen sich auf einen speziellen Punkt des Git-
ters der Vorwirtslosung. Abbildung 1 zeigt einen x-
y-Schnitt einer Modellzelle. Innerhalb der Modellzel-
le liegen mehrere Gitterlinien an denen jeweils loka-
le Sensitivitdten bestimmt wurden. Jedem Gitterpunkt
wird eine Gitterzelle zugeordnet deren Volumen

A‘/;ij = A.’EIA:U]AZ]C (12)
tiber die Differenz
Tip1 + X4 Ti+ Ti—1
Agp, = (=2 7 ) (=2 "2 1
() (257)

respektive in y- und z-Richtung, jeweils vom Mit-
telpunkt des Abstands benachbarter Gitterzellen, be-
rechnet wird. Die numerische Integration dieser N&-
herung besteht aus einer diskreten Addition der ge-
wichteten lokalen Sensitivitdten, innerhalb des Raums
der m-ten Modellzelle

T & Z Z Z Sijk (tn) AVijk
1 7 k

wobei die Sensitivitdt in einer Gitterzelle als konstant
angenommen wird. Problematisch erwies sich diese
Néherung beim Auftreten von sehr grofien Sensitivi-
tatsamplituden, die ungeddmpft in das Produkt ein-
gehen. Um den rdumlichen Gradienten der Sensiti-
vitdten gerecht zu werden, ist in sinv eine zuséatzli-
che Interpolation der lokalen Sensitivitdten realisiert.
Die Sensitivitdten von acht angrenzenden Gitterzellen
werden hierzu linear auf den Mittelpunkt innerhalb
des Volumenelements

(14)

AV = (@iy1 — 2) (i1 — y5) (21 — 2)  (15)
interpoliert. Hierdurch werden eventuell auftretende
Spikes im raumlichen Verlauf der Sensitvitdten bes-
ser herausgemittelt als bei der Verwendung nicht li-
near interpolierter Sensitivitdten. Mit der Substituti-
on AVij, = AV}, wird die Sensitivitédt des n-ten Da-
tenpunkts bzgl des m-ten Parameters wiederum nach
Gleichung 14 berechnet.

Polstellen der Vorwirtslosung

Innerhalb und in unmittelbarer Umgebung der Quelle
sind die Verschiebungsstrome zu sehr frithen Zeiten

nicht vernachldssigbar und die numerischen Losun-
gen sind durch einen extrem unstetigen Verlauf ge-
kennzeichnet. Das fehlen der Verschiebungsstrome
fuhrt zu unrealistisch hohen Amplituden der elek-
trischen Felder und Impulsantworten, was bei der
Sensitivititsberechnung wiederum zu sehr grofien
Sensitivitdtsamplituden fiihrt. Die dadurch verur-
sachten groflen Eigenwerte von J konnen bei der Be-

-1
rechnung von (ng ) zu numerischen Problemen

fiuhren wenn das Verhiltnis zwischen dem grofiten
und den darauffolgenden Eigenwerten zu grof ist.
In den meifiten geophysikalischen Methoden reicht
eine Transformation der Sensitivititen aus, um das
gewiinschte Verhalten zu erziehlen®. Es zeigte sich je-
doch bei einer LOTEM-Inversion, dass, obwohl mit
transformierten Daten gerechnet wurde, nicht mehr
gentigend Parameter aufgelost werden konnten. Bei
der Berechnung von Sensitivitiaten fiir Punkte inner-
halb und in unmittelbarer Umgebung der Quelle sind
daher Korrekturen sinnvoll.

1e-15

1e—-16 |

1e-17 |

S mAN?

1e—18 ¢

1e—-19

original
interpoliert

1e-20
—2000-1500-1000 —-500 o 500 1000 1500 2000

y—profil /m

Abbildung 2: Fiir einen E.-Empfinger sind lokale Sensitivititen
im y-Profil bei v = —40 und z = 0 m zum Zeitpunkt t = 0.5
ms nach Anschalten des Sendestroms gezeigt. Die Extremuwerte
bei y = 940 m und y = —940 m gehdren zur Sender bzw. Emp-
fingerposition. An diesen Punkten sind die Sensitivititswerte ne-
gativ.

Zur Illustration des Problems ist in Abb. 2 die raum-
liche Verteilung der Sensitvitdten im semilogarithmi-
schen Profil entlang eines Ausschnitts der y-Achse ge-
zeigt. Die Sender-Empfianger Geometrie besteht aus
einem geerdeten Dipol mit Stromflussrichtung in die
Betrachtungsebene hinein, der bei 2 = 0 und y =
—940 m an der Oberfldche installiert ist und einem
E,-Empfinger bei « = 0 und y = 940 m, eben-
falls an der Oberfliche eines homogenen 7 — Qm-
Halbraums. Die Amplituden der lokalen Sensitivita-
ten sind in der Einheit V2/A/m angegeben, was ei-
ner Spannungsdnderung des elektrischen Feldes pro
Widerstandsidnderung innerhalb eines Volumens ent-
spricht. Die mit ,original” gekennzeichneten Ampli-
tuden in Abb. 2 sind mit analytischen Halbraum-
l6sungen ohne Berticksichtigung der Verschiebungs-
strome bestimmt worden. Innerhalb der Stromquelle
ist ein grofier negativer Spike zu erkennen, der auf-
grund des reziproken Charakters der Felder genauso
am Ort des Empfangers zu erkennen ist. Dieses Extre-

5L.A. ist erwiinscht, dass die Sensitvititen der wichtigen Parameter innerhalb vergleichbarer Dimensionen liegen
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mum ist dadurch verursacht, dass so nahe der Quellen
die Verschiebungsstrome eigentlich mitberticksichtigt
werden miissten. Ein einfacher Ansatz zur Korrek-
tur ist es, eine lineare Niherung des exponentiellen
rdaumlichen Verlauf der Sensitvitdtsamplituden zu be-
nutzten. Dazu werden aus den Sensitivititen die au-
Berhalb der Polstelle liegen, die Werte der Sensitivita-
ten in der Polstelle linear interpoliert. Die dadurch er-
reichte Verbesserung ist exemplarisch im Verlauf der
korrigierten Sensitvitdtsamplituden in Abb. 2 zu er-
kennen.

Diskretisierungsproblematik

Aus numerischen Griinden ist es sinnvoll, dass die
raumliche Verteilung der Sensitivitdtsamplituden fiir
einen grofien Untergrundbereich innerhalb weniger
Groflenordnungen liegen. Dies verringert zum einen
die bereits erwdhnten starken Oszillationen der Lo-
sung und vergrofiert zum anderen die rdaumliche
Auflosung der Inversion. Die Berechnung von 2D-
Sensitivitdten ist sowohl bei der Perturbationsmetho-
de als auch bei der adjungierten Methode abhingig
von der horizontalen Gitterdiskretisierung und von
der Wahl der Modellzellen. Es ist daher sinnvoll,
die Diskretisierungen so zu wahlen, dass die rdum-
liche Variation der Sensitivitdtsamplituden nicht zu
grofs oder unsymmetrisch wird. Vergleicht man 2D-
Sensitivititen, die fiir zwei unterschiedliche Gitter
und denselben Halbraum berechnet wurden, so fal-
len starke Unterschiede auf. Abbildung 3 verdeutlicht
dies fiir Sensitivititen, die mit der Perturbationsme-
thode berechnet wurden.

Rx i Tx
Y profile [km] \

-050 0.00 0.50 1.00 150 200 250 300 3.50 ;

[km] 040 40
D pflefn Tv"
050 000 050 100 150 200 250 300 350 40
000 usosShirodibre 1)
depth -

Abbildung 3: Sensitivititen eines E.-Empfiingers fiir unter-
schiedliche Gitter (nach Petrat,1996).

Im oberen Teil der Abb. 3 ist die Diskretisierung des
Gitters im Bereich des Empfangers sehr dicht um die
Empfingerposition (Rx) und im Bereich des Senders
(Tx) grob. Hier zeigt sich scheinbar, dass das Gesetz
der Reziprozitit nicht erfiillt ist, denn es ist keine
Symmetrie zur Achse, die die 2D-Sektion im Mittel-

6Siehe auch den Anhang fiir eine detailliertere Herleitung

punkt zwischen Sender und Empfanger schneidet, zu
erkennen. Im unteren Teil der Abb. 3 ist die Gliltigkeit
des Reziprozititsgesetzes nachzuvollziehen. Fiir die
Senstivitdtsberechnung wurde hier ein Gitter gewahlt,
das symmetrisch zum Mittelpunkt zwischen Sender
und Empfanger ist. Fiir die Berechnung von Sensitivi-
tiaten nach der adjungierten Methode ist eine dhnliche
Abhéngigkeit zu erwarten.

Um eine Abschitzung fiir die Eigenwerte von J TJzu
erhalten, sind in den folgenden Abbildungen die Lo-
garithmen der normierten Uberdeckung dargestellt.
Die auf Eins normierte Uberdeckung ist ein Maf8 fiir
den absoluten Einfluss den eine Modellzelle auf das
Messergebnis hat und definiert als Summe der Abso-
lutbetrédge aller Spaltenelemente der gewichteten und
transformierten Jacobimatrix J':

2Tl
U = ~ (16)
max | Y |l m=1,...,M
mit otr( )
;o o tr(J)n
Tom = i I S (47)

wobei wy,, die Diagonalelemente der Wichtungsma-
trix sind und berticksichtigt wurde, dass die Inversion
iiblicherweise nach Widerstinden p,, = o,,! durch-
gefiihrt wird®. ¢r ist eine allgemeine Transformations-

funktion.
-0.0
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Abbildung 4: Normierte Uberdeckung eines E,-Empfiingers fiir
unterschiedliche Gitter bei gleicher Diskretisierung der Modellzel-
len.

Vergleicht man die normierte Uberdeckung von 2D-
Sensitivitdten, die mit der adjungierten Methode fiir
unterschiedliche Gitter bei symmetrischer Diskretisie-
rung der Modellzellen berechnet wurden, sind Ab-
weichungen zu erkennen (Abb. 4). Im oberen Teil
der Abb. ist die Diskretisierung des Gitters im Be-
reich des Senders (roter Pfeil) sehr fein. Im Bereich
des senderparallelen Empfangers (schwarzer Pfeil) ist
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die Diskretisierung des Gitters grober. Die Benutzung
des unsymmetrischen Gitters fiihrt zu einer scheinba-
ren Verletzung des Reziprozitédtsgesetzes. Die lokalen
Sensitivitdten innerhalb der Modellzellen sind im Be-
reich des Empfingers untersampelt. Die hohen loka-
len Sensitivitdtsamplituden werden bei der Integrati-
on mit dem Volumen eines zu grofien Gitterabschnitts
gewichtet. Die Eigenwerte von J' J sind in diesem Be-
reich zu grof und wiirden bei der Inversion iiberbe-
wertet. Im unteren Teil der Abbildung ist das Gitter
symmetrisch zum Mittelpunkt zwischen Sender und
Empfinger diskretisiert worden. Es zeigt sich, dass
hier das Reziprozititsgesetz sehr gut erfiillt ist. Die
normierte Uberdeckung ist symmetrisch zum Mittel-
punkt zwischen Sender und Empféanger.

Vergleicht man die normierte Uberdeckung die zu-
sdtzlich mit einer unterschiedlichen Diskretisierung
der Modellzellen berechnet wurden, sind grofSere Un-
terschiede zu erkennen. Um dies zu verdeutlichen,
sind in der Abb. 5 die normierte Uberdeckung fiir
unterschiedliche Gitter bei asymmetrischer Diskreti-
sierung der Modellzellen dargestellt. Ab dem Mit-
telpunkt zwischen Sender und Empfinger sind die
Modellzellen zum Empfanger hin grober diskretisiert.
Dies fiihrt im Bereich des Empféangers zu einer Erho-
hung der normierten Uberdeckung rechts vom Mit-
telpunkt (Abb. 5, oben). Der Einfluss aller Parameter
in der Hilfte des Halbraums links vom Mittelpunkt
wiirde in der Inversion deutlich unterinterpretiert. Im
unteren Teil von Abb. 5 ist das Gitter symmetrisch.
-0.0 -0.6 -1.2 -3.0

-1.8 2.4

h 4

= N

Abbildung 5: Normierte Uberdeckung eines E,-Empfiingers fiir
unterscheidliche Diskretisierungen der Modellzellen.

Die normierte Uberdeckung ist vergleichbar zu der
aus Abb. 4, unten. Die asymmetrische Diskretisierung
der Modellzellen fiihrt zu einer vertikalen Verschie-
bung der gut aufgelosten Parameter rechts vom Mit-
telpunkt. Wenn in der Inversion mehrere Empfanger
berticksichtigt werden, konnen sich hierdurch durch-
aus erhebliche Probleme ergeben, da das Gitter nicht
immer symmetrisch gehalten werden kann. Die Ge-

nauigkeit der Sensitivitdtsberechnung ist demnach so-
wohl von der Modelldiskretisierung als auch von der
Gitterdiskretisierung abhiangig. Im Gegensatz zur Per-
turbationsmethode zeigt sich, dass eine grobere Git-
terdiskretisierung bei der adjungierten Methode zu
erhohten Sensitivitdten in Sender- bzw. Empfangerna-
he fiihrt.

Diskussion

Wenn die Sensitvitdt nach der adjungierten Metho-
den direkt im Zeitbereich berechnet wird, kann eine
»least-squares” Inversion von TEM-Daten auch mit
einer grofien Anzahl von Unbekannten durchgefiihrt
werden. Ein Kernpunkt dabei ist die Berechnung lo-
kaler Sensitivitdten, deren raumliche Verteilung eng
mit dem Gitter der Vorwiértslosung verkniipft ist. Die
zur Sensitivitdtsberechnung benétigten Hintergrund-
felder werden in sinv mit dem 3D-FD-Programm sld-
mem3t bestimmt. Weil in sldmem3t nur reguldre Git-
ter benutzt werden, ist eine lokale Verfeinerung des
Gitters nicht moglich, was u.U. zu Fehlern der Vor-
wairtslosung fiihren kann. Eine Losung dieses Pro-
blems konnte durch die Verwendung irreguldrer Git-
ter erreicht werden. Diese standardtméfig in der FE-
Technik benutzten Gitter wiirden die qualitat der Vor-
wirtslosung erheblich verbessern. Weil eine automa-
tische Gitterkonstruktion fiir verschiedene Quellen
schwer in sinv zu realisieren ist, ist in sinv dartiber-
hinaus eine Approximation der adjungierten Felder
sinnvoll. Die Approximation beruht nach Farquhar-
son und Oldenburg (1996) darauf, die adjungierten
Felder mit schnellen 1D-Losungen zu berechnen. Um
die Sensitivitdt eines Messwerts am Empfanger bzgl.
einer Leitfdhigkeitsvariation innerhalb einer Modell-
zelle zu bestimmen miissen die lokal berechneten
Sensitivititen im Idealfall kontinuierlich integriert
werden. Fiir eine numerische Naherungslosung des
Integrationsproblems wurden verschiedene Anséitze
présentiert.

Um die grofien rdumlichen Gradienten der Sensiti-
vitdten nicht zu stark zu bewerten stellt die Integra-
tion der linear interpolierten und rdumlich gewich-
teten Sensitivititen bislang die beste Naherung’ des
Integrationsproblems dar. Um innerhalb der Inversi-
on eine bessere Auflosung in tieferen Bereichen des
Untergrunds zu erreichen, ist es sinnvoll, dass die
rdumliche Variation der Sensitivititsamplituden in-
nerhalb weniger Grofienordnung liegt. Dies kann er-
reicht werden, wenn direkte Korrekturen fiir Sen-
sitvitdten innerhalb und in direkter Umgebung der
Quellen angefiihrt werden. Die hierzu vorgestellte li-
neare Interpolation fiir die Sensitivitdten innerhalb
der Polstellen ist aus numerischen Griinden sehr ein-
fach zu realisieren. Die Moglichkeit fiir eine analytsi-
che Halbraumldsung mit Verschiebungsstromen wire
sinnvoll, ist bislang aber nicht implementiert.

"Beste Naherung bzgl. Rechenzeitaufwandt und der erreichten Verbesserung des Ergebnisses.
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Die normierte Uberdeckung stellt den absoluten Ein-
fluss eines Parameters auf die Anderung der Mess-
werte dar. Ein raumlicher Uberblick der Uberdeckung
verschafft dem Benutzer auch ohne eine Zeitrauben-
de Spektralzerlegung einen schnellen Einblick in die
Auflosungseigenschaften von TEM-Daten gegentiber
einem Leitfahigkeitsmodell. Es ermoglicht dartiber-
hinaus weitere Interaktion mit dem Benutzer der ggf.
das Startmodell verdndern kann. Anhand einer ein-
fachen Untersuchung der normierten Uberdeckung
wurde gezeigt, dass die geeignete Wahl des Gitters
und der Diskretisierung der Modellzellen einen u.U.
grofien Effekt auf eine iterative Rekonstruktion von
tieferliegenden Untergrundbereichen hat. Zur Einhal-
tung des reziproken Feldverhaltens ist es sinnvoll,
Gitter und Diskretisierung der Modellzellen symme-
trisch zur Messkonfiguration zu wahlen. Dies ist kann
aber bei der Inversion mehrerer Empfanger zu Proble-
men fiithren, da es aus logistischen Griinden schwierig
ist, eine symmetrische Auslage einzuhalten.

Trotz aller Beschrinkungen und Niherungen zeigt
Scholl et al. (2004) eine erfolgreich durchgefiihrten 2D-
Inversionen von LOTEM-Daten und damit die prinzi-
pielle Machbarkeit der Methode.
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Appendix: Transformation der Jacobimatrix

Sind die aufzulosenden Parameter Widerstiande, so
muss berticksichtigt werden, dass mittels Gleichung
14 Sensitvitdten bzgl. der reziproken Widerstandsan-
derung bestimmt werden. Dabei ist

do=0(p~")=—-p2p (18)

Bei der Inversion werden zudem die Transformatio-
nen f — tr(f) und p — In(p) durchgefiihrt. Fiir

Daten mit Vorzeichenwechsel stellte sich Area-Sinus-
Hyperbolicus als geeignete Transformationsfunktion
heraus (Scholl, 2001). Die Transformationen fiihren
i.d.R. zu einer stabileren Inversion. Die Transforma-
tion der Jacobimatrix ist gegeben durch:

otr(f)) _ _ p 0f otr(f) 19)
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