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Zweidimensionale Finite-Element-Modellierung niederfrequenter
elektromagnetischer Felder in der Fernzone

Franke, A., Brner, R.-U. und Spitzer, K. (TU Bergakademie Freiberg)

1 Einfithrung

Seit Ende der 1960er Jahre werden zur Simulation elektromagnetischerdRadgrumerische Modellrech-
nungen sowohl mit dem Finite-Differenzen(FD)-Verfahren als auch mit der Finite-Element(FE)-Methode durch-
gefuhrt. Die mathematisch und programmtechnisch komplizierte Implementation des FE-Verfahrens legt nahe,
Werkzeuge zu benutzen, die den Verwaltungsaufwand erleichtern. Déabsémaber die mathematischen Ope-
ratoren transparent und kontrollierbar bleiben.

MathWorks Inc. stellt zur bsung partieller Differentialgleichungen (PDE) mittels der FE-Methode eine MAT-
LAB-Toolbox zur Verfigung. Das Problem der Ausbreitung elektromagnetischer Fékigrdich als elliptische
Randwertaufgabe zweiter Ordnung mit der PDE-Toolliseh.

Es soll untersucht werden, inwiefern sich die PDE-Toolbox zur Modellierung elektromagnetischer Felder eig-
net. Das mathematische Werkzeug zur numerischen Simulation ist den physikalischen Modellvorstellungen
anzupassen. Als Ergebnis der Arbeit werden Vergleiche mit analytischen Rechnungen und Resultaten anderer
numerischer Modellierungsprogrammeégentiert.

2 Die Randwertaufgabe

Grundlage zur Beschreibung der Ausbreitung elektrischer und magnetischer Felder sind die Maxwellschen
Gleichungen. Unter Voraussetzung der quasistatiem Naherung ergibt sichif ebene zeitharmonische Wellen
die Diffusionsgleichung:

AE = uoé —iwuoE  und AH= uoﬁ = icpoH (1)

fur das elektrische Fell bzw. das Magnetfeldi mit der elektrischen Leigfhigkeito, der Kreisfrequenm und
der magnetischen Permealitift = po = 4m- 10V -s- A~1. m~! (magnetische Feldkonstanig). Im Fall der
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Abbildung 1: Schema der Randbedingungens E oderF = H

zweidimensionalen Modellierung kann an den vertikalen Modetlern des diskretisierten Parameterraums als
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analytisch berechenbare Randbedingung disung tir einen eindimensional geschichteten Halbraum vorge-
geben werden. Entlang der horizontaleimBer wird anhand eines kubischen Splines interpoliert. Abbildung 1
stellt die Randbedingungen schematisch dar.

3 Die Finite-Element-Analyse

Die PDE-Toolbox st das elliptische Randwertproblem
—div(c-grad u)+au= f 2
fur u auf dem Modellgebie® mit der Berandun@Q. Flr die E-Polarisation gilt

a;'(EZHG;ZE;’JrkZEy—o 3)
mit dem Ausbreitungskoeffizientdgwobeik? = —iwpo. Damit sind in Gleichung (2)

c=1 a=Iiwuo und f=0 (4)
zu setzen. &r die H-Polarisation lautet die partielle Differentialgleichung

0 10H, 0 10H,

X0 0X 020 0z ~lonH, =0 ®)
mit

c:%, a=iwu und f=0. (6)

Fasst man die &sungery; fur jeden Knoten des FE-Gitters der diskreten Form von Gleichung (2) in einem
Vektor U = Uy + U; zusammen, wobely die Losung auf dem RandQ undt; die Losung im Innere \ dQ
darstellen, gelten auf dem Rad@ Dirichletsche Randbedingungen der Form

H.-Og=R 7)

H undR kdnnen fir jedes Randsegment vorgegeben werden. Nach Elimination der Dirichletschen Randbedin-
gungen wird das lineare Gleichungssystem

(K+M)ay =F (8)

direkt mit dem Gaul3-Verfahren g, wobei

Ke = Jfge((c-grad NP) - grad NF)dxdy die Steifigkeitsmatrix,
Me = [fq.aN®Nfdxdy die Massematrix, 9)
Fe = [[q FNEdxdy den Lastvektor

auf dem Gebief® des finiten Dreieckselemengsbilden. Die SystemmatrizeK, M und der Systemvektor

F gehen aus den MatrizeR®, M® und dem VektorF€ fiir die einzelnen Elemente durch Summation unter
Beachtung der Beziehung zwischen lokaler und globaler Nummerierung der Punkte des FE-Gitters hervor.
Superposition vorlly und; liefert die Losungt im gesamten Modellgebié.

Die PDE-Toolbox benutzt lineare Basisfunktioréfi(i = 1,2, 3) auf Dreieckselementesmit den Eigenschat-

ten

NE(PP) =1, falls i=j und

NE(PP) =0, falls i#].
Py mit j = 1,2,3 bezeichnet die lokal nummerierten Eckpunkte des DeiechsiBerdem soIN° = 0 sein in
allen Punkten, die nicht zum Dreieekgelbren. Die Erstellung des FE-Gitters erfolgt mit einer in der PDE-

Toolbox implementierten Funktion. Eine ailfliche Beschreibung der FE-Formulierung findet sich in Franke
(2003).
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Abbildung 2: Ansatzfunktioneh; (i = 1,2, 3) auf dem Dreiecle

4 Vergleich mit analytischen Rechnungen

4.1 Homogener Halbraum

Die Modellierung elektromagnetischer Felder in einem homogenen Halbraup=ai00Q - m bei einer Fre-
quenzf =20kHzim Bereich—2000m < x < 2000mund—2000m < z< 200mliefert fur den scheinbaren spe-
zifischen elektrischen Widerstand und die Phase an der Erdidieftlie in Abbildung 3 gezeigten Ergebnisse.
Das verwendete FE-Gitter besteht aus ca. 330000 Knoten, davon befinden sich rund 1300 etwa gleichverteilt an
der Erdoberfiche. Der Abstand zwischen zwei Punkten &gtiAx ~ 3 m. Adaptive Gitterverfeinerung anhand
eines zuatzlichen geometrischen Kriteriums entlang der Luft-Halbraum-Grenze ausschlie3lich im zentralen
Bereich des Modells (hier-500m < x < 500m) oder an horizontalen Le#higkeitskontrasten verbessert die
Genauigkeit der Ergebnisse erheblich (Abbildung 4). Das gesamte adaptiv verfeinerte Gitiéirremtketwa

44000 Knoten. Im betrachteten Bereich zwisclken —500m undx = 500m liegen etwa 1300 Gitterpunkte,

d.h. der Gitterabstand bagtAx ~ 0.7 m. Das Gitter kann wahlweise mittels regem Verfahren, Longest-
Edge-Bisection oder Kombinationen aus beiden verfeinert werden. Die Resultate sind zum Vergleich jeweils
fur den zentralen Bereich des Modells voB00Om < x < 500m dargestellt.

Scheinbarer spezifischer elektrischer Widerstand Py E-Polarisation
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Abbildung 3: Scheinbarer spez. el. Widerstand (a) und Phasdi{®ifien homogenen Halbraum npit=
100Q - mfur E-Polarisation ohne adaptive Gitterverfeinerung

Im unruhigen Verhalten der Graphen bildet sich die Gittergeometrie ab. Zu sehen sind Unstetigkeitsstellen
des scheinbaren spezifischen elektrischen Widerstagmdaad der Phase. Sie entstehen bei Berechnung
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Abbildung 4: Scheinbarer spez. el. Widerstand (a) und Phasdif®ifien homogenen Halbraum npit=
100Q - mfur E-Polarisation bei adaptiver Gitterverfeinerung im Berei&d0m < x < 500m

der Darstellungs@fienps = miu |2\2 und @ = arg(Z) mit der OberfaichenimpedanZ aus den Gradienten der
simulierten elektromagnetischen Felder. Besonders deutlich treten die Unstetigkeiten dort auf, wo sich die
Gitterstrukturandert. Die Geometrie des Gitters wird maf3geblich beeinflusst von der Modellgeometrie und
dem Algorithmus zur Gittergeneration. Aufgrund der feineren Diskretisierung des adaptiven Gitters fallen die
Spiunge in Abbildung 4 deutlich geringer aus.

Bei gegebener Modelldimension nimmt die Genauigkeit der Ergebnisse mit wachsender Sﬁiﬁii%f%ﬁ—a

zu. Die Qualitt der Losung ist wesentlich vom Diskretisierungsfehler innerhalb einer Skintiefengfidy Die
Genauigkeiten der Resultate im Fall der H-Polarisation liegen in der gleichi#de@ordnung wie die der E-
Polarisation und werden aus Platizgden hier nicht gezeigt.

4.2 Geschichteter Halbraum

Die elektromagnetischen Felder werdém &inen Drei-Schicht-Fall simuliert (Abbildung 5). Die seitlichen
Modellrander befinden sich bej = —80 kmund x, = 80 km Der Lufthalbraum ist bis zu einerdthe von
h = 10kmdiskretisiert. Abbildungen 6 und 7 @sentieren die Resultate in Form von scheinbarem spezifischen
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Abbildung 5: Modell eines geschichteten Halbraums, Ausschnitt

elektrischen Widerstand und Phase an der Erdd@mdnd fir E- bzw. H-Polarisation. Die Berechnung der analy-
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tischen Werte erfolgt mittels WAIT-Algorithmus, der auch zur Bestimmung der elektromagnetischen Felder an
den vertikalen Modelindern zum Einsatz kommt. Die Genauigkeit des scheinbaren spezifischen elektrischen
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Abbildung 6: Scheinbarer spez. el. Widerstand (a) und Phasér(ldps Modell des geschichteten Halbraums
aus Abb. 5iir E-Polarisation, numerisch 'o’ und analytisch '+’
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Abbildung 7: Scheinbarer spez. el. Widerstand (a) und Phasér(blpg Modell des geschichteten Halbraums
aus Abb. 5iir H-Polarisation, numerisch '0’ und analytisch '+’

Widerstandes und der Phase nimmt mit wachsender Periodendauér kiirZere Perioden liegen bei gleich-
bleibender Modelldimension und nach oben bedokter Anzahl von Dreieckselementen auf Grund kleinerer
Skintiefen weniger Sitzstellen in der charakteristischen Ska#gge der kleinsten im Modell vorkommenden
Skintiefe. Dies liefert gifere Diskretisierungsfehler, wie in Abbildung 7 zu sehen ist. Der maximale Betrag
des relativen Fehlers im scheinbaren spezifischen elektrischen Widerstaigt betid 6% und in der Phase
etwa 3.5% bel = 10~* sfiir E-Polarisation.

4.3 Drei-Segment-Modell

Zur analytischen Berechnung elektromagnetischer Felder in einem Drei-Segment-Modell steht ein Programm
von Weaver (1994) zur Veifyjung, welches hier zum Vergleich mit der numerischésung herangezogen
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wird. Abbildung 8 stellt die Verteilung des spezifischen elektrischen Widerstandes im Drei-Segment-Modell
dar. Rir die numerische Modellierung liegen die vertikalen Modeitfer bex; = —100kmundx, = 100km

Der Lufthalbraum ist bis zu einer dthe vonh = 10 km diskretisiert. Abbildung 9 verdeutlicht diedsung

fur den scheinbaren spezifischen elektrischen Widerstand und die Phase an der Baothebarfl\Vergleich

zum analytischen Ergebnis. Der Betrag des relativen Fehlers bei numerischer Berechnung von scheinbarem
spezifischen elektrischen Widerstand und Phase liegt unterhalb von 2 %.
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Abbildung 8: Drei-Segment-Modell, Ausschnitt
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Abbildung 9: Scheinbarer spez. el. Widerstand (a) und Phasér(dps Drei-Segment-Modell aus Abb. & f
E-Polarisation, numerisch 'o’ und analytisch '+’

5 Vergleich mit numerischen Modellierungsprogrammen

Anhand des vierten Modells aus der COMMEMI-Sammlung (Comparison of Modeling for Methods of Electro-
magnetic Induction)idr zweidimensionale Modellierung elektromagnetischer Felder wird die Finite-Element-
Losung der PDE-Toolbox mit einem FE-Programm von Li und einem FD-Code von Weaver verglichen. Die
Vergleichswerte sind aus Li (2000) enthommen. So kann die Quaér Modellrechnungen mit der PDE-
Toolbox auch fir kompliziertere Modelle eingesatet werden.
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Abbildung 10 zeigt die Verteilung des spezifischen elektrischen Widerstandes in dem COMMEMI-Modell. Die
Abbildungen 11 und 12 veranschaulichen Real- und Inaggil des simulierten elektrischen Feldes bei E-
bzw. des Magnetfeldes bei H-Polarisation.

0.5
po=10"Q - m

p1=25Q-m

1 =100 -m pr=25Q-m

zinm

15 p2=1000 Q-m

pp=5Q-m

3 L L L L L
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15
xinm x10*

f=1Hz

Abbildung 10: COMMEMI-Modell, Ausschnitt

Elektrisches Feld, E-Polarisation x10 x10° Elektrisches Feld, E-Polarisation

Im(E)in V. m™'

s -2 -1 0 1 2
xinm 4 xinm

w

(a) Realteil (b) Imagirarteil

Abbildung 11: Real- (a) und Imagimteil (b) des elektrischen Feldds fdas COMMEMI-Modell aus Abb. 10
fur E-Polarisation

Der Realteil des elektrischen Feldés E-Polarisation in Abb. 11(a) gehorcht im Wesentlichen dem Skinef-
fekt. Die geringste Skintiefe tritt in der GrabenstruktpgA= 2.5 Q - m) auf, dort strebt das elektrische Feld

am schnellsten gegen Null. Aufgrund der unterschiedlichen Schichtungen am linken und rechten Modellrand
treten verschiedene Obéxthenwerte des elektrischen Feldes auf. Alzea—2 km stellt sich ein konstanter
Imagirarteil des elektrischen Feldes (Abb. 11(b)) ein, der aber so gering ist, dass er in der gezeigten Abbil-
dung nicht als von Null verschieden aufgsi wird. In der Verteilung des Realteiles des Magnetfeldeslie
H-Polarisation (Abb. 12(a)) sind deutlich digiBdelung der auftretenden 8tne parallel zur x-Achse in den
oberen, gut leitihigen Schichten und ihr Abklingen durch den Skineffekt zu erken%:gr’[(iwugHy). Im Ima-

ginarteil des Magnetfeldes (Abb. 12(b)) werden gut iiifje Zonen als Bereiche starker Induktion abgebildet.

In Abbildung 13 wird der Vergleich zwischen den drei oben genannten nhumerischen Modellierungsprogram-
men fur den scheinbaren spezifischen elektrischen Widerstand vorgenommen. Ein Fehler kann nicht angegeben
werden, da die numerisch berechneten Resultate nur éintikg bei bestimmten Werten aufweisen und keine
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Abbildung 12: Real- (a) und Imaganteil (b) des Magnetfeldesif das COMMEMI-Modell aus Abb. 100fF
H-Polarisation

analytische Vergleichsrechnung vorliegt. Bis auf Abweichungen von weniger als 4% stimmen die Ergebnisse
uberein.
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Abbildung 13: Scheinbarer spez. el. Widerstand PDE-Toolbox ', Li '+ und Weaveliiotdhs COMMEMI-
Modell aus Abb. 10ir E-Pol. (a) und H-Pol. (b)

6 Topographie

Die PDE-Toolbox bietet ferner die &ylichkeit, topographische Effekte zu modellieren. Als Beispiel soll der

in Abbildung 14(a) dargestellte Hang an der Ol#affle eines homogenen Halbraumsmit 100Q - mdienen.

In den Abbildungen 14(b), 15(a) und 15(b) erkennt man deutliche Unterschiede zur Situation des homogenen
Halbraums mit horizontaler Luft-Halbraum-Grenze im scheinbaren spezifischen elektrischen Widerstand (Abb.
14(b)) sowie im Real- (Abb. 15(a)) und Imagiteil (Abb. 15(b)) der vertikalen Magnetfeldkomponente an

der Erdoberfiche. Die Abweichungen von Null in deitKkomponente des Magnetfeldes reichen visier die
raumliche Begrenzung des Hanges hinaus.
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Abbildung 15: Real- (a) und Imagamteil (b) vonH, fur das Modell aus Abb. 14(bjif E-Polarisation

7 Zusammenfassung

Die Modellierung elektromagnetischer Felder mit der PDE-Toolbox von MATLAB liefert sehr gute Ergeb-
nisse im Vergleich mit analytischen und numerischen Rechnungen. @iengen befriedigen einerseits die
analytischen Randbedingungen und liefern andererseits bei begrenzter Speichéxtkejeit akzeptablen
Diskretisierungsfehler. Problematisch ist die Berechnung der Darstell@f$gmyrwie scheinbarer spezifischer

Widerstand und Phase, aus den Gradienten der simulierten Felder. Es ist zu erwarten, dass die Verwendung

gemischter finiter Elemente, welche die Berechnung zweiéR&m, z.BE undrot E, auf einem Gitter erlau-
ben, die Genauigkeit derdsung erheblich steigernisde. Deren Implementation ist aber nur auRerhalb der
PDE-Toolbox nibglich.

192



20. Kolloquium Elektromagnetische Tiefenforschung, Kénigstein, 29.09.-3.10.2003, Hrsg.: A. Hordt und J. B. Stoll

Literatur

Franke, A. (2003)Zweidimensionale Finite-Element-Modellierung niederfrequenter elektromagnetische Fel-
der in der FernzoneUnvelrbffentlichte Diplomarbeit, TU Bergakademie Freiberg.

Li, Y. (2000). Numerische Modellierungen von elektromagnetischen Feldern in 2- und 3-dimemsionalen ani-
sotropen Leithhigkeitsstrukturen der Erde nach der Methode der Finiten ElemeGtavillier Verlag

Gottingen.

Weaver, J. T. (1994Mathematical Methods for Geo-Electromagnetic InductiBesearch Studies Press Ltd.,
John Wiley & Sons Inc.

193



	page01: 184
	page11: 185
	page21: 186
	page31: 187
	page41: 188
	page51: 189
	page61: 190
	page71: 191
	page81: 192
	page91: 193


