
FEM-Modellierung mit adaptiver Netzverfeinerung in der
Gleichstromgeoelektrik

S. Friedel∗und C. Rücker∗

Zusammenfassung

Die Effizienz (Genauigkeit vs. Rechenzeit) von Algorithmen zur numerischen Modellierung von Feldproblemen
ist u.a. abhängig von: der Approximation der Lösungsfunktion sowie ihrer partiellen Ableitungen, der Wahl der
diskreten Stützstellen (Gitter) sowie dem Löser des daraus folgenden linearen Gleichungssystems.

Die Mehrzahl der Modellierungsalgorithmen in der Geoelektrik verwendet die Finite Differenzen Methode
(FDM), weit seltener die Finite Element Methode (FEM) sowie meist empirisch vordefinierte und an den Koordina-
ten ausgerichtete Gitter. Effizienzsteigerung wurde in der Vergangenheit vornehmlich durch Verwendung spezieller
Gleichungslöser angestrebt.

Geophysikalische elektromagnetische Feldprobleme weisen eine Reihe von Besonderheiten auf, für deren Be-
handlung die FEM wegen ihrer großen Flexibilität vorteilhaft erscheint, z.B. irregulär geformte Inhomogenitäten
und Ränder des Untersuchungsgebiets (Topographie) sowie wahlfrei zu positionierende singuläre Quellterme.

In dieser Studie werden am Beispiel der 2-D DC-Geoelektrik Konzepte der adaptiven Netzgenerierung in der
FEM vorgestellt sowie strukturierte und unstrukturierte, global und adaptiv verfeinerte Netze mit unterschiedlichen
Funktionsapproximationen hinsichtlich ihrer Effizienz verglichen.

Es ergibt sich, daß unstrukturierte adaptiv verfeinerte Gitter deutlich weniger Knoten als strukturierte global
verfeinerte, um den gleichen Grad an Genauigkeit zu erreichen. Der Gewinn an Genauigkeit ist in der Nähe von
Singularitäten am größten. Ein entscheidender Gewinn an Genauigkeit im gesamten Lösungsgebiet ergibt sich dann,
wenn adaptive Netze mit Ansatzfunktionen höherer Ordnung kombiniert werden. Der relative Zuwachs an Genauig-
keit beim Übergang von bilinearen zu biquadratischen Ansatzfunktionen ist größer als beim weiteren Übergang zu
bikubischen.

1 Einführung

Der Ansatz finiter Differenzen ist heute die am
weitesten verbreitete Methode zur numerischen Lö-
sung elektromagnetischer Vorwärtsaufgaben in der
Geophysik. Ausgehend von klassischen Ansätzen
(MUFTI, 1976; DEY & M ORRISON, 1979) wurden
die Algorithmen in den letzten Jahren durch die
Verwendung schneller Gleichungslöser beschleunigt
(ZHANG et al., 1995; SPITZER, 1995) und durch
durch spezielle Ansätze in ihrer Genauigkeit verbes-
sert (LOWRY et al., 1989; ZHAO & Y EDLIN, 1996).
Relativ unverändert blieb hingegen das Diskretisie-
rungskonzept, welches eng an die verwendeten Raum-
koordinaten gebunden ist und die Behandlung von Pro-
blemen mit komplizierterer Geometrie (Topographie)
erschwert. Die verwendeten Gitter sind meist relativ
einfach entlang der Raumkoordinaten strukturiert und
weisen eine subjektiv vordefinierte Abnahme der Fein-
heit mit zunehmendem Abstand von den Meßsystemen
auf.

Die Methode der finiten Elemente wird in der Geo-
elektrik einer weitaus geringeren Zahl von wissen-
schaftlichen Arbeiten und verfügbaren Algorithmen
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verwendet (COGGON, 1971; PRIDMORE et al., 1981;
QUERALT et al., 1991). Besonderes Augenmerk galt
der Berücksichtigung topographischer Effekte (FOX

et al., 1980; HOLCOMBE & JIRACEK, 1984). Aller-
dings wurde in vielen Ansätzen und kommerziellen
Programmen die klassische Blockdiskretisierung der
FDM übernommen, wodurch einige Aspekte der ho-
hen Flexibilität der FEM ungenutzt blieben, die aber
zunehmend ins Blickfeld geraten (BING & GREEN-
HALGH, 2001).

Im Gegensatz dazu stellt in den Ingenieurwissen-
schaften die FEM heute nicht nur die dominieren-
de Verfahren zur Lösung stationärer und instationärer
Feldprobleme dar, sondern wurde in den letzten Jahren
durch Impulse aus der Mathematik ständig weiterent-
wickelt (BEY, 1998; KOST, 1994). Die Gitter werden
automatisch und problemspezifisch erstellt, und adap-
tiv verfeinert. Kompliziert berandete Objekte können
dadurch besser approximiert werden, sowie Netze an
großen Feldgradienten (z.B. an Materialkontrasten und
an Singularitäten) verfeinert werden, um eine bessere
Genauigkeit der Lösungen zu erhalten (Abb. 1).

Die vorliegende Arbeit beleuchtet einige Aspek-
te der FEM mit adaptiver Netzverfeinerung und un-
tersucht wie diese zur Steigerung der Effizienz bei
geoelektrischen Modellrechnungen eingesetzt werden
kann.
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Abbildung 1: (a) Unstrukturierte adaptive Netze (hier
Beispiel einer geoelektrischen Modellrechnung am
Vulkan Merapi) gestatten eine realistische Nachbil-
dung von Topographie sowie eine problembezoge-
ne Verfeinerung in Gebieten mit großen Materialkon-
trasten und (b) im Umfeld singulärer Quellen.

2 Theorie der FEM

2.1 Vorwärtsproblem der Geoelektrik

Die Vorwärtsaufgabe der Gleichstromgeoelektrik wird
durch die Poissongleichung beschrieben

∇ · (σ∇ϕ) + f = 0 in Ω ⊂ IR3 (1)

wobeiσ(x, y, z) die gegebene Leitfähigkeit im Unter-
grund, f = ∇ · j die Quellfunktion der angelegten
Ströme undϕ(x, y, z) das gesuchte elektrische Poten-
tial darstellen. Die Bedingungen auf den RändernΓ des
UntersuchungsgebietesΩ können allgemein dargestellt
werden als

σ
∂ϕ

∂n
+ β(ϕ− ϕ0) = j0 auf Γ . (2)

Hier bezeichnetσ∂ϕ/∂n die Normalkomponente der
Stromdichte, die nach außen durch den Rand tritt.
Durch geeignete Vorgabe des Potentialsϕ0, der
Stromdichte Stromdichtej0 und der Funktionβ auf
dem Rand können beliebige Randbedingungen vom
Dirichlet-, Neumann- oder Cauchy-Typ berücksichtigt
werden. In der Geoelektrik wird der Rand üblicher-
weise in zwei Teile gegliedertΓ = Γs ∪ Γe. Auf der
ErdoberflächeΓs werden homogene Neumann Bedin-
gungen angenommen (ϕ0 = j0 = β = 0), während
durch die Grenze des Modellierungsgebietes im Unter-
grundΓe ein gewisser Stromfluß zugelassen wird der
implizit mit dem Randpotential verknüpft ist (homoge-
ne Cauchy Bedingungen,ϕ0 = j0 = 0, β 6= 0).

Das Augenmerk dieser Studie liegt vor allem den
Netzen und Formfunktionen der FEM, daher betrach-

ten wir ein einfaches 2-D Problem, d.h. alle eingeführ-
ten Größen sind ausschließlich von den Raumkoordi-
natenx undz abhängig. Insbesondere gilt

∇ · j = Iδ(x− x0)δ(z − z0)

(Linienelektroden). Die Behandlung realistischer
Punktelektroden über 2-D Störkörpern führt erfah-
rungsgemäß zu zusätzlichen Approximationsfeh-
lern (RÜCKER, 2000; KEMNA, 1995) und bleibt aus in
dieser Arbeit unberücksichtigt.

2.2 Finite Elemente Formulierung

Zur Herleitung der finiten Element Formulierung des
Randwertproblems (1)(2) verwenden wir die Methode
der gewichteten Residuen. Gesucht wird eine Lösung
ϕ im Sobolew RaumH1(Ω) die für alle möglichen
Wichtungsfunktionen ausH1(Ω) folgende Gleichung
erfüllt:∫

Ω

(∇ · (σ∇ϕ) + f)w dΩ ∀ w ∈ H1(Ω) . (3)

Die Elimination der zweiten partiellen Ableitung von
ϕ durch Anwendung des Greenschen Theorems führt
auf die schwache Formulierung des Randwertproblems∫

Ω

σ∇ϕ · ∇w dΩ−
∫

Ω

fw dΩ

−
∫

Γ

σw
∂ϕ

∂n
dΓ = 0 ∀ w ∈ H1(Ω) . (4)

Wir benutzen die Galerkin Methode zur Berechnung
einer Approximation für das Potentialϕl = ϕ(xl, zl)
an diskreten Knotenpunkten(xl, zl), l = 1 . . . Nn. Zu
diesem Zweck wird das Gebiet in TeilgebieteΩ(i) (die
finite Elemente) und der Rand in entsprechende Rand-
stückeΓ(i) diskretisiert, so daß gilt

Ω→
Ne⋃
i=1

Ω(i) and Γ→
Nb⋃
i=1

Γi .

Hierbei bezeichnenNn, Ne undNb die Zahl der Kno-
ten, Elemente und Randelemente. Für das Potentialϕ
benutzen wir den Ansatz

ϕ = α0 +
Nn∑
l=1

ϕlαl , (5)

wobeiϕl die unbekannten Knotenpotentiale darstellen
undαl(x, z) eine komplette Basis von Formfunktionen
auf den Knoten bilden. Für die Formfunktionen sollen
folgende Randbedingungen gelten:

σ
∂α0

∂n
+ β(α0 − ϕ0) = j0 auf Γ

σ
∂αl
∂n

+ βαl = 0 auf Γ . (6)

In der Galerkin-Methode werden die gleichen Funktio-
nen gleichzeitig als Menge der Wichtungsfunktionen
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Abbildung 2: (a) Diskretisierung des Untersuchungs-
gebietes in finite Elemente (b) Beispiel für einen bili-
nearen Funktionsansatz zur Approximation der Funk-
tion auf dem Element (aus KOST, 1994).

benutzt:∀ w → ∀ αm, m = 1 . . . Nn. Durch Einset-
zen von (5) in (4) erhält man dieNn Gleichungen zur
Bestimmung der unbekannten Koeffizienten:

Nn∑
l=1

ϕl

(∫
Ω

σ∇αl · ∇αm dΩ +
∫

Γ

βαlαm dΓ
)

=
∫

Ω

(fαm − σ∇α0 · ∇αm) dΩ

−
∫

Γ

(β (α0 − ϕ0)− j0)αm dΓ . (7)

Die Integration erfolgt über die finiten Elemente und
Randelemente und man erhält ein symmetrisches Glei-
chungssystem

Sϕ = v mit

Sml =
Ne∑
i=1

∫
Ω(i)

σ∇αl · ∇αm dΩ

+
Nb∑
i=1

∫
Γ(i)

βαlαm dΓ und (8)

vm =
Ne∑
i=1

∫
Ω(i)

(fαm − σ∇α0 · ∇αm) dΩ

+
Nb∑
i=1

∫
Γ(i)

(β(α0 − ϕ0)− j0)αm dΓ . (9)

Werden auf keinem Randelement Ströme oder Poten-
tiale festgehalten (wie im Fall homogener Cauchy-
Randbedingungen), entfallen im Lastvektor alle Terme
in denenα0, ϕ0 undj0 vorkommen.

Zur numerischen Implementation dieses Glei-
chungssystems benötigt man nunmehr noch Aussagen
über die Formfunktionenα. Sie beschreiben, wie die
gesuchte Funktion auf jedem einzelnen Element appro-
ximiert wird. Im einfachsten Fall wählt man einen bili-
nearen Ansatz (Abb. 2b), d.h. der Funktionsverlauf im
Elementi ist gegeben durch

ϕ(i)(x, y) = d
(i)
1 + d

(i)
2 x+ d

(i)
2 y . (10)

Höhere Polynomansätze (biquadratisch, bikubisch,
etc.) sind ebenfalls möglich erfordern jedoch zusätz-
liche Knotenpunkte auf den Elementen. In jedem Fall

ergeben sich aus den Integrationen in (8) und (9) Koef-
fizienten als Funktionen der Ortskoordinaten der Git-
terpunkte. Ein Beispiel für einen bilinearen Ansatz auf
dreieckigen Elementen findet sich im Anhang für hö-
here Ansätze sei auf die Literatur verwiesen (KOST,
1994; SCHWARZ, 1991)

3 Adaptive Netze

3.1 Grundkonzept

Das Grundkonzept der adaptiven Netzgenerierung be-
steht darin, die gesuchte Funktion nicht auf einem vor-
definierten Satz von Gitterpunkten zu approximieren,
sondern das Gitter so anzupassen, daß ein bestmögli-
cher Kompromiß zwischen der geforderten Genauig-
keit der Lösung und der Anzahl der Knoten und damit
der Rechenzeit gefunden wird. Die Dichte der Netz-
knoten sollte in jedem Gebiet in Abhängigkeit von der
Komplexität der Lösung gewählt werden: niedrig bei
glattem Funktionsverlauf und hoch bei starken Gradi-
enten.

Adaptive Netzverfeinerung wird gewöhnlich in ei-
nem iterativen Prozeß erzielt, der schematisch in
Abb. 3 dargestellt ist. In einem ersten Schritt wird ein
einfaches Startgitter bereitgestellt. Es umfaßt die Geo-
metrie des Gebietes, vordefinierte unveränderliche In-
homogenitäten sowie Knoten an den Elektrodenposi-
tionen. Auf diesem Gitter wird das Vorwärtsproblem
erstmals gelöst. Anschließend wird die Qualität der
Lösung mit einem a posteriori Fehlerschätzer bewer-
tet. Er mißt die Genauigkeit der Lösung in allen Teil-
gebieten und ermittelt einen gewissen Prozentsatz (et-
wa 10-25%) der schlechtesten Elemente, die verfei-
nert werden sollten. Diese Elemente werden nun mit
einem Verfeinerungsalgorithmus behandelt der seiner-
seits aus verschiedenen Schritten besteht (Abb. 4). An-
schließend wird eine neuerliche Vorwärtsrechnung auf
dem verfeinerten Netz vorgenommen.

Die Abfolge von Fehlerschätzung, Verfeinerung und
Vorwärtsrechnung wird iterativ so lange wiederholt,
bis der Gesamtfehler der Lösung der geforderten
Genauigkeit entspricht. Ein einzelner Verfeinerungs-
schritt wird an einem Beispiel in Abb. 5 illustriert.

3.2 A posteriori Fehlerschätzer

Zu den Grundkomponenten der adaptiven Netztver-
feinerung gehört ein a posteriori Fehlerschätzer, der
die lokale Genauigkeit der Lösung (wohlgemerkt nicht
in Bezug auf eine bekannte Lösung) bewertet. Hierzu
wurden in den letzten Jahren verschieden Algorithmen
untersucht (VERFÜHRT, 1993), wobei u.a. lokale Nor-
men für folgende Diskrepanzen herangezogen werden
können:

• die Residuen in Bezug auf die starke Formulie-
rung der partiellen Differentialgleichung
(BABUS̆KA & RHEINBOLDT, 1978)

19. Kolloquium Elektromagnetische Tiefenforschung,  Burg Ludwigstein, 1.10.-5.10.2001, Hrsg.: A. Hördt und J. B. Stoll



Startnetz  
vorgeben

Lösung  
berechnen

Lösung  
ausgeben

Fehler der Lösung 
abschätzen

Genauigkeit  
erreicht ?

Netz  
verfeinern

Nein

Ja

Abbildung 3: Schematischer Ablaufplan eines Algo-
rithmus zur Adaptiven Netzgenerierung.

Zellen auswählen

regulär verfeinern

Nachbarn verfeinern 
(regulär oder irregulär)

Kanten tauschen

Netz glätten

Netz verfeinern

Abbildung 4: Schematischer Ablaufplan eines einzel-
nen Schritts zu Verbesserung der Qualität eines Netzes

(a)

(b)

(c)

(d)

Abbildung 5: Ein einzelner Schritt zur Netztverfeine-
rung: (a) Auswahl der zu verfeinernden Zellen durch
den Fehlerschätzer, (b) reguläre Verfeinerung der Zel-
len 6 und 7 (c) notwendige Verfeinerung der Nachbar-
zellen regulär (1) und irregulär (2,3,4 und 5), (d) end-
gültiges Netz nachedge swappingund Glättung.
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• die Differenz zwischen Lösung und lokaler Lö-
sung eines verkleinerten Problems
BANK & W EISER(1985)

• die Differenz zwischen der Lösung und einer lo-
kalen Extrapolation aus den Nachbarelementen
(ZIENKIEWICZ & Z HOU, 1987)

• die Differenz zwischen der aktuellen Lösung und
Lösungen auf feineren bzw. groberen Netzen
DEUFLHARD et al. (1989); ZIENKIEWICZ &
TAYLOR (1991)

3.3 Netzverfeinerung

Die Abbildungen 4 und 5 illustrieren die prinzipiel-
le Vorgehensweise in einem einzelnen Verfeinerungs-
schritt. Die durch den Fehlerschätzer bestimmten Ele-
mente werden zunächst, regulär verfeinert, d.h. im Fal-
le von Dreieckselementen entstehen durch Bisektion
der Kanten aus einem Dreieck vier kleinere. Auf ei-
nigen Kanten entstehen durch die Bisektion freie (sog.
hängende) Knoten, die zu einer Überbestimmtheit der
Koeffizientenmatrix führen. Um eine gültige Triangu-
lation zu erhalten werden alle Dreiecke mit zwei hän-
genden Knoten in vier Dreiecke (regulär), Zellen mit
nur einem hängenden Knoten in zwei Dreiecke (irre-
gulär) unterteilt.

In zwei weiteren optionalen Schritten kann nun-
mehr die Qualität des Netzes verbessert werden. Wei-
sen die neu entstandenen Elemente sehr spitze Win-
kel auf, so erhöht sich die Konditionszahl des resultie-
renden Gleichungssystems. Durch Tausch von Kanten
kann man dem entgegenwirken. Nach dem Babuška-
Kriterium werden zwei benachbarte Dreiecke als Vier-
eck betrachtet und so in zwei Dreiecke geteilt, daß
der größte in beiden Dreiecken auftretende Winkel
minimiert wird 6. Dabei wird entweder die teilen-
de diagonale Kante beibehalten oder getauscht (edge
swapping.) Eine weitere Verbesserung der Netzqualität
wird durch Glättung erzielt, z.B. durch die Verschie-
bung aller nicht fixierten Knoten in den geometrischen
Schwerpunkt ihrer Nachbarknoten (Laplace Methode).

4 Numerische Ergebnisse

Die Effizienz eines Modellierungsalgorithmus läßt sich
nach dem Verhältnis der Lösungsgenauigkeit zur Re-
chenzeit bewerten und wird u.a. von folgenden Fakto-
ren geprägt: a) dem Netz bzw. Netzgenerator, b) dem
Funktionsansatz auf dem Netz und c) dem Gleichungs-
löser. Da Gleichungslöser für dünn besetzte symme-
trische Matrizen wurden in der Vergangenheit in ver-
schiedenen Arbeiten zur FD Modellierung eingehend
untersucht wurden, galt unsere Aufmerksamkeit im
folgenden numerischen Experiment den beiden ersten
Faktoren.

Abbildung 6: Durch Kantentausch (edge swapping)
können spitze Winkel in Elementen vermieden und die
Konditionszahl des Gleichungssystems verbessert wer-
den. Je zwei Dreiecke werden als Viereck betrachtet.
Die sie teilende Diagonalkante wird getauscht, wenn
dadurch der maximal auftretende Winkel verkleinert
wird (Babuška Kriterium).

Um zusätzliche numerische Fehlerquellen bei
der Berücksichtigung von Punktelektroden (Fourier-
Transformationen, Wahl der Stützstellen) zu vermei-
den, wurde ein reines 2-D Problem betrachtet - eine
Dipol-Dipol-Sondierung über einem homogenen Halb-
raum mit 25 Elektroden im Einheitsabstand (1 m) auf
einem linearen Profil. Die Stromeinspeisung erfolgte
an den Elektroden 1(x = 0) und 2, zwischen je zwei
benachbarten Elektroden 3 bis 25 wurde eine Meß-
spannungui berechnet. Verglichen wurde der relative
Fehler der numerischen Lösung

ei = |(unumi − uanai )/uanai |

sowie die Größe des FE Gleichungssystems (Knoten-
zahl). Das numerische Untersuchungsgebiet erstreck-
te sich inx-Richtung jeweils um 2 m über das Elek-
trodenarray hinaus (-2,26) und von der Erdoberfläche
bis in 10 m Tiefe. An der Oberfläche wurden homo-
gene Neumann-Randbedingungen gewählt, die Ränder
im Untergrund wurden mit dem analytischen Potential
belegt.

Die verschiedenen verwendeten Diskretisierungs-
netze sind in Abbildung 7 dargestellt: ein strukturier-
tes Starnetz (R-1) mit zwei globalen Verfeinerungen
(R-1 und R-2) und einer adaptiven Verfeinerung (R-
A1) sowie ein unstrukturiertes Startnetz (G-1) mit zwei
globalen Verfeinerungen (G-2) und (G-3) sowie einer
adaptiven Verfeinerung (G-A1). Auf den strukturier-
ten Netzen R-1 bis R-3 wurde durchweg ein bilinearer
Funktionsansatz gewählt, während auf den unstruktu-
rierten Gittern zusätzlich mit biquadratischen und bi-
kubischen Ansätzen gerechnet wurden.

Die Ergebnisse der Modellrechnungen sind in den
Abbildungen 8 a) bis c) dargestellt. Für das einfach-
ste strukturierte Netz ohne Stützstellen zwischen den
Elektroden ergibt sich für den ersten Spannungsdipol
ein Modellierungsfehler von knapp 10%. Mit steigen-
der Entfernung von den Singularitäten nimmt der Feh-
ler zunächst stark ab um im letzten Drittel wieder etwas
zu steigen, was vermutlich durch die spezielle anisotro-
pe Netztstruktur verursacht wird.
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einer adaptiven Verfeinerung (d) sowie ein unstrukturiertes Startnetz (e) mit zwei globalen Verfeinerungen (f) und
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Abbildung 8: Relative Genauigkeit einer numerisch mit verschiedenen Netzen berechneten Dipol-Dipol-
Sondierung im Vergleich zur analytischen Lösung. Die Stromelektroden befanden sich beix = 0 und x = 1
die Potentialsonden beix = 2 . . . x = 24. Die Werte sind jeweils über dem Mittelpunkt des Spannungsdipols
aufgetragen.
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Abbildung 9: Performance verschiedener Netze ausge-
drückt durch mittlerer relativer Genauigkeit als Funk-
tion der Knotenzahl.

Der mittlere Fehler nimmt zwar bei globaler Netz-
verfeinerung erwartungsgemäß ab, bleibt aber im Be-
reich der Singularitäten selbst bei über 4600 Knoten
deutlich über einem Prozent. Das adaptiv verfeiner-
te Startnetz zeigt bei einer geringeren Knotenzahl im
Bereich der Singularitäten eine höhere Genauigkeit,
bleibt aber in der mittleren Genauigkeit hinter dem
Netz R-3 zurück.

Die unstrukturierten Dreiecksgitter zeigen meist ei-
ne geringere Abnahme des Fehlers mit wachsendem
Abstand von der Singularität. Bei einem linearen Funk-
tionsansatz bleibt das Gitter G-2 trotz einer mehr als
doppelt so großen Anzahl von Knoten zunächst hinter
dem Netz R-1 zurück. Bei einem biquadratischen An-
satz erreicht es jedoch eine Genauigkeit, die von kei-
nem der strukturierten Netze erzielt wurde.

Das adaptiv verfeinerte unstrukturierte Gitter er-
bringt erwartungsgemäß in der Nähe der Singularitä-
ten eine erhebliche Verbesserung der Genauigkeit und
bleibt bei gleicher Knotenzahl dem global verfeinerten
unstrukturierten Netz im mittleren Fehler überlegen.

5 Diskussion

Aus Abbildung 9, die die Ergebnisse aller Netze in
einer doppelt logarithmischen Darstellung der Genau-
igkeit über der Knotenzahl zusammenfaßt lassen sich
folgende Aussagen ableiten: Eine globale Verfeinerung

sowohl strukturierter als auch unstrukturierter Startnet-
ze erwies sich als vergleichsweise ineffiziente Varian-
te zur Verbesserung der Genauigkeit für die gesamte
Sondierung. Obgleich eine bessere Genauigkeit an den
Quellen erzielt wurde, ist eine adaptive Verfeinerung
eines strukturierten Startnetzes ebenfalls global gese-
hen sehr ineffizient, was vermutlich durch die beson-
dere Netztstruktur hervorgerufen wurde.

Bei unstrukturierten Gittern hingegen war die adap-
tive Verfeinerung der globalen auch im mittleren Feh-
ler überlegen. Als besonders effiziente Variante, bei re-
lativ geringer Zunahme der Knotenzahl einen hohen
Gewinn an Genauigkeit zu erlangen, erwies sich die
Verwendung von Formfunktionen höherer Ordnung.
Der Übergang zu biquadratischen Ansätzen erbrachte
dabei einen größeren absoluten Gewinn an Genauig-
keit als der weitere Übergang zu bikubischen Form-
funktionen.

Es muß darauf hingewiesen werden, daß die Aus-
sagekraft des mittleren Fehlers, die diesen Überlegun-
gen zugrunde liegt, begrenzt ist, da die relativen Feh-
ler besonders in Elektrodennähe über Größenordnun-
gen schwanken. Des weiteren bestimmt die angegebe-
ne Knotenanzahl nur die Zeit die zum Lösen des Glei-
chungssystems benötigt wird. Unberücksichtigt blieb
die Zeit zur Erstellung des adaptiven Gitters, die jedoch
vernachlässigbar wird, wenn viele Elektrodenkonfigu-
rationen auf einem Gitter gerechnet werden.

Insgesamt erscheint die weitere Untersuchung adap-
tiver Netze für elektromagnetische Vorwärtsprobleme
in der Geophysik als äußerst sinnvolle Ergänzung zum
Einsatz schneller Gleichungslöser.
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A Formfunktionen bei bilinearem
Ansatz

Die Koeffizienten der Systemmatrix (8) und des Last-
vektors (9) sind Funktionen der Ortskoordinaten der
Knotenpunkte eines jeden Elements und hängen vom
gewählten Funktionsansatz auf den Elementen ab. Wir
leiten hier Ausdrücke für die Formfunktionen, ihre
Gradienten und die entsprechenden Integralausdrücke
für den Spezialfall ab, daß die gesuchte Funktion auf
jedem Dreieckselement durch einen bilinearen Ansatz
approximiert wird:

ϕ(i)(x, y) = d
(i)
1 + d

(i)
2 x+ d

(i)
2 y . (11)

Alle folgenden Ausdrücke beziehen sich auf das Ele-
ment i mit den Knoten 1, 2, und 3 wobei der obere
Index weggelassen wird. Wendet man die Approxima-
tion auf die Werte in den Knoten selbst anϕ1

ϕ2

ϕ3

 =

1 x1 z1

1 x2 z2

1 x3 z3

d1

d2

d3

 , (12)

können die Koeffizienten ausgedrückt werden durchd1

d2

d3

 =
1

2A

a1 a1 a1

b2 b2 b2
c3 c3 c3

ϕ1

ϕ2

ϕ3

 , (13)

wobei A die Fläche des Dreiecks ist. Einsetzen
von (13) in (11) liefert

ϕ(x, z) =
3∑
l=1

ϕlαl(x, z) (14)

mit folgender Definition der Formfunktionen:α1(x, z)
α2(x, z)
α3(x, z)

 =
1

2A

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

1
x
y

 . (15)

Die Integration über die Elemente läßt sich im allge-
meinen leichter bewerkstelligen indem die lokalen Ba-
sisfunktionen als Polynome der baryzentrischen Koor-
dinatenξ, η undζ jedes Elements ausgedrückt werden.
Für bilinearen Ansätze auf Dreiekcelementen sind die
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Formfunktionen mit den baryzentrischen Koordinaten
identisch

α1(ξ, η, ζ) = ξ

α2(ξ, η, ζ) = η (16)

α3(ξ, η, ζ) = ζ = 1− ξ − η .

Für die Integration der Polynome in baryzentrischen
Koordinaten existieren die folgenden allgemeinen For-
meln:∫

Ω

ξqηrζs dΩ = 2A
q!r!s!

(q + r + s+ 2)!
(17)∫

Γ

ξqηr dΓ = 2L
q!r!

(q + r + 1)!
, (18)

wobeiL die Länge des entsprechenden Randelements
ist. Man erhält schließlich die folgenden Ausdrücke für
die Integrale in (8)∫

Ω(i)
∇αl · ∇αm dΩ =

(
blbm − clcm

4A(i)

)
film∫

Ω(i)
αlαm dΩ =

1
12

(
A(i) +A(i)δlm

)
film

(19)∫
Γ(i)

αlαm dΓ =
1
6

(
L(i) + L(i)δlm

)
film

wobeiδlm das Kroneckersymbol bezeichnet und

film =

{
1 l undm sind Knoten vonΩ(i)

0 sonst.

Für den Lastvektor ergibt sich

Ne∑
i=1

∫
Ω(i)

αmIδ(x− xl)δ(z − zl) dΩ = Iδlm . (20)
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