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FEM-Modellierung mit adaptiver Netzverfeinerung in der
Gleichstromgeoelektrik

S. Friedetund C. Ricker

Zusammenfassung

Die Effizienz (Genauigkeit vs. Rechenzeit) von Algorithmen zur numerischen Modellierung von Feldproblemen
ist u.a. abhéangig von: der Approximation der Losungsfunktion sowie ihrer partiellen Ableitungen, der Wahl der
diskreten Stitzstellen (Gitter) sowie dem Loser des daraus folgenden linearen Gleichungssystems.

Die Mehrzahl der Modellierungsalgorithmen in der Geoelektrik verwendet die Finite Differenzen Methode
(FDM), weit seltener die Finite Element Methode (FEM) sowie meist empirisch vordefinierte und an den Koordina-
ten ausgerichtete Gitter. Effizienzsteigerung wurde in der Vergangenheit vornehmlich durch Verwendung spezieller
Gleichungsldser angestrebt.

Geophysikalische elektromagnetische Feldprobleme weisen eine Reihe von Besonderheiten auf, fiir deren Be-
handlung die FEM wegen ihrer groRen Flexibilitat vorteilhaft erscheint, z.B. irregulédr geformte Inhomogenitéten
und Rander des Untersuchungsgebiets (Topographie) sowie wahlfrei zu positionierende singulare Quellterme.

In dieser Studie werden am Beispiel der 2-D DC-Geoelektrik Konzepte der adaptiven Netzgenerierung in der
FEM vorgestellt sowie strukturierte und unstrukturierte, global und adaptiv verfeinerte Netze mit unterschiedlichen
Funktionsapproximationen hinsichtlich ihrer Effizienz verglichen.

Es ergibt sich, daRR unstrukturierte adaptiv verfeinerte Gitter deutlich weniger Knoten als strukturierte global
verfeinerte, um den gleichen Grad an Genauigkeit zu erreichen. Der Gewinn an Genauigkeit ist in der Nahe von
Singularitédten am grof3ten. Ein entscheidender Gewinn an Genauigkeit im gesamten Losungsgebiet ergibt sich dann,
wenn adaptive Netze mit Ansatzfunktionen htherer Ordnung kombiniert werden. Der relative Zuwachs an Genauig-
keit beim Ubergang von bilinearen zu biquadratischen Ansatzfunktionen ist gréRer als beim weiteren Ubergang zu
bikubischen.

1 Einfuhrung verwendet (©GGON, [1971;[FRIDMORE et al.,[1981;
QUERALT et al.,[1991). Besonderes Augenmerk galt
Der Ansatz finiter Differenzen ist heute die am der Beriicksichtigung topographischer Effekfeok-
weitesten verbreitete Methode zur numerischen LO-gt all., [1980; FOLCOMBE & JIRACEK, [1984). Aller-
sung elektromagnetischer Vorwértsaufgaben in derdings wurde in vielen Ansatzen und kommerziellen
Geophysik. Ausgehend von klassischen AnséatzenProgrammen die klassische Blockdiskretisierung der
(MUFTI, 1976; [LEY & MORRISON [1979) wurden FDM lbernommen, wodurch einige Aspekte der ho-
die Algorithmen in den letzten Jahren durch die hen Flexibilitit der FEM ungenutzt blieben, die aber
Verwendung schneller Gleichungsldser beschleunigtzunehmend ins Blickfeld geraten ¥ & GREEN:
(ZHANG et all, [1995;[ BITZER, [199%5) und durch HALGH, 2001).
durch SpeZieIIe Ansétze in ihrer Genauingit verbes- Im Gegensatz dazu stellt in den |ngenieurwissen_
sert (LOWRY et al.,[1989 HAO & Y EDLIN, 1996).  schaften die FEM heute nicht nur die dominieren-
Relativ unverandert blieb hingegen das Diskretisie- de Verfahren zur Losung stationarer und instationarer
rungskonzept, welches eng an die verwendeten Raumge|dprobleme dar, sondern wurde in den letzten Jahren
koordinaten gebunden ist und die Behandlung von Prourch Impulse aus der Mathematik standig weiterent-
blemen mit komplizierterer Geometrie (Topographie) wickelt (BEY, [L998;[KOST, 1994). Die Gitter werden
erschwert. Die verwendeten Gitter sind meist relativ automatisch und prob|emspeziﬁsch erste”t’ und adap_
einfach entlang der Raumkoordinaten strukturiert undtjy verfeinert. Kompliziert berandete Objekte kdnnen
weisen eine SUbjektiV vordefinierte Abnahme der Fein-dadurch besser approximiert Werden, sowie Netze an
heit mit zunehmendem Abstand von den Mel3systemeryroRen Feldgradienten (z.B. an Materialkontrasten und
auf. an Singularitaten) verfeinert werden, um eine bessere
Die Methode der finiten Elemente wird in der Geo- Genauigkeit der Lésungen zu erhalten (Aib. 1).
elektrik einer weitaus geringeren Zahl von wissen- pje vorliegende Arbeit beleuchtet einige Aspek-
schaftlichen Arbeiten und verfugbaren Algorithmen o qer FEM mit adaptiver Netzverfeinerung und un-
*Universitat Leipzig, Institut fir Geophysik und Geologie, Tal- tersucht \.Nle diese zur Steigerung d.er Effizienz bei
straRe 35, 04103 Leipzig, E-mail: friedel@physik.uni-leipzig.de, 9€0€lektrischen Modellrechnungen eingesetzt werden
cruecker@rz.uni-leipzig.de kann.
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ten wir ein einfaches 2-D Problem, d.h. alle eingeftihr-
ten GroRen sind ausschlieB3lich von den Raumkoordi-

natenz undz abhéngig. Insbesondere gilt
R
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(Linienelektroden). Die Behandlung realistischer
Punktelektroden Uber 2-D Storkdrpern fuhrt erfah-
rungsgemafl zu zusatzlichen Approximationsfeh-
lern (RUCKER, 2000;[KEMNA, [1995) und bleibt aus in
dieser Arbeit unberiicksichtigt.

2.2 Finite Elemente Formulierung

Zur Herleitung der finiten Element Formulierung des

Randwertproblemg](T)(2) verwenden wir die Methode

der gewichteten Residuen. Gesucht wird eine Lésung
¢ im Sobolew RaumH!(92) die fur alle moglichen

) ) ) ~ Wichtungsfunktionen au#f*(2) folgende Gleichung
Abbildung 1: (a) Unstrukturierte adaptive Netze (hier oijiit-

Beispiel einer geoelektrischen Modellrechnung am

Vulkan Merapi) gestatten eine realistische Nachbil- (V- (oVe)+ HwdQ ¥V weHY(Q) . (3)
dung von Topographie sowie eine problembezoge- Jo

ne Verfeinerung in Gebieten mit groften Materialkon- pje Ejimination der zweiten partiellen Ableitung von

trasten und (b} im Umfeld singulérer Quellen. o durch Anwendung des Greenschen Theorems fihrt
auf die schwache Formulierung des Randwertproblems

/GVQO'deQf/fwdQ
Q Q

—/Uwa—(de:O VweH(Q) . (4)
T on

2 Theorie der FEM

2.1 Vorwartsproblem der Geoelektrik

Die Vorwartsaufgabe der Gleichstromgeoelektrik wird

durch die Poissongleichung beschrieben i i )
Wir benutzen die Galerkin Methode zur Berechnung

V- (cVp)+f=0 in Qc R® (1) einer Approximation fiir das Potentigl, = ¢(x;, 2;)
_ _ _ S an diskreten Knotenpunktém;, z;), | =1...N,.Zu
wobeio(z,y, 2) die gegebene Leitfahigkeit im Unter-  diesem Zweck wird das Gebiet in Teilgebiét€) (die

grund, f = V - j die Quellfunktion der angelegten finite Elemente) und der Rand in entsprechende Rand-
Strome undp(z, y, z) das gesuchte elektrische Poten- stiickel'® diskretisiert, so daR gilt

tial darstellen. Die Bedingungen auf den Randedes

Untersuchungsgebiet@skdnnen allgemein dargestellt Ne ; No
werden als Q- U Q9  and T — U r; .
=1 i=1
8 > . . - .
0% +B(p — o) =jo aufI' . (2)  Hierbei bezeichne,,, N, und N, die Zahl der Kno-

ten, Elemente und Randelemente. Fir das Poteptial
Hier bezeichnetrdp/dn die Normalkomponente der benutzen wir den Ansatz
Stromdichte, die nach aufen durch den Rand tritt. N
Durch geeignete Vorgabe des Potentialg, der _ ~
Stromdichte Stromdichtg, und der Funktion3 auf p=aot ;‘plal ’ ©®)
dem Rand kdnnen beliebige Randbedingungen vom B
Dirichlet-, Neumann- oder Cauchy-Typ beriicksichtigt wobeiyp; die unbekannten Knotenpotentiale darstellen
werden. In der Geoelektrik wird der Rand Ublicher- unda;(z, ) eine komplette Basis von Formfunktionen
weise in zwei Teile gegliedeft = I', UT.. Auf der  auf den Knoten bilden. Fur die Formfunktionen sollen
Erdoberflachd, werden homogene Neumann Bedin- folgende Randbedingungen gelten:

gungen angenommerpd = jo = § = 0), wahrend Do

durch die Grenze des Modellierungsgebietes im Unter- . + Blag — o) =jo auf T

grundT’. ein gewisser Stromfluld zugelassen wird der " 9o

implizit mit dem Randpotential verkniipft ist (homoge- Ja_l + Bay =0 aufl . (6)
n

ne Cauchy Bedingungepy = jo = 0,3 # 0).
Das Augenmerk dieser Studie liegt vor allem den In der Galerkin-Methode werden die gleichen Funktio-
Netzen und Formfunktionen der FEM, daher betrach-nen gleichzeitig als Menge der Wichtungsfunktionen
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(@) (b) ergeben sich aus den Integrationer{jn (8) Uhd (9) Koef-
y fizienten als Funktionen der Ortskoordinaten der Git-
terpunkte. Ein Beispiel fur einen bilinearen Ansatz auf
dreieckigen Elementen findet sich im Anhang fir ho-
here Ansétze sei auf die Literatur verwiesémi,
1994;[STHWARZ, [1991)

3 Adaptive Netze
Abbildung 2: (a) Diskretisierung des Untersuchungs-

gebietes in finite Elemente (b) Beispiel fur einen bili- 3,1 Grundkonzept

nearen Funktionsansatz zur Approximation der Funk- ) ]
tion auf dem Element (ausa&T, L994). Das Grundkonzept der adaptiven Netzgenerierung be-

steht darin, die gesuchte Funktion nicht auf einem vor-

definierten Satz von Gitterpunkten zu approximieren,
benutzt:y w — V a;,, m =1...N,. Durch Einset-  sondern das Gitter so anzupassen, daR ein bestmagli-
zenvon [p) in [4) erhalt man di%,, Gleichungen zur  cher Kompromif3 zwischen der geforderten Genauig-

Bestimmung der unbekannten Koeffizienten: keit der Lésung und der Anzahl der Knoten und damit
N, der Rechenzeit gefunden wird. Die Dichte der Netz-
Z‘pl (/ oVa, - Va,, d+ / Baym dl") knoten sollte in jedem Gebiet in Abhéngigkeit von der
= Q r Komplexitat der Lésung gewéhlt werden: niedrig bei

glattem Funktionsverlauf und hoch bei starken Gradi-
:/ (fam —oVag - Vag,) dQ enten.
¢ Adaptive Netzverfeinerung wird gewohnlich in ei-
— / (B (o — o) — jJo) a, dI' . @) nem iterativen Prozel3 erzielt, der schematisch in
I

Abb. 3 dargestellt ist. In einem ersten Schritt wird ein
Die Integration erfolgt Gber die finiten Elemente und einfaches Startgitter bereitgestellt. Es umfal3t die Geo-
Randelemente und man erhalt ein symmetrisches Gleimetrie des Gebietes, vordefinierte unveranderliche In-
chungssystem homogenitaten sowie Knoten an den Elektrodenposi-

tionen. Auf diesem Gitter wird das Vorwartsproblem

Sp=v mit erstmals gelost. AnschlieRend wird die Qualitat der
Ne Ldsung mit einem a posteriori Fehlerschatzer bewer-

S = Z/ ~oVa; - Va, dQ tet. Er miR3t die Genauigkeit der Losung in allen Teil-
i=1 790 gebieten und ermittelt einen gewissen Prozentsatz (et-
Ne wa 10-25%) der schlechtesten Elemente, die verfei-

+ Z/  Paga, dI und (8) nert werden sollten. Diese Elemente werden nun mit

— Jr . . . .
=1 einem Verfeinerungsalgorithmus behandelt der seiner-
Ne

seits aus verschiedenen Schritten besteht (Bbb. 4). An-
Um = Z/ (fam —oVag - Vay) d2 schlieRend wird eine neuerliche Vorwartsrechnung auf
' dem verfeinerten Netz vorgenommen.
) Die Abfolge von Fehlerschatzung, Verfeinerung und
+ Z/W) (B(ao = ¢o) = jo) v dl' . (9) Vorwartsrechnung wird iterativ so lange wiederholt,
bis der Gesamtfehler der Lésung der geforderten
Werden auf keinem Randelement Strome oder PotenGenauigkeit entspricht. Ein einzelner Verfeinerungs-
tiale festgehalten (wie im Fall homogener Cauchy- schritt wird an einem Beispiel in Abf 5 illustriert.
Randbedingungen), entfallen im Lastvektor alle Terme
in denenny, o undjo vorkommen. _ 3.2 Aposteriori Fehlerschatzer
Zur numerischen Implementation dieses Glei-
chungssystems benétigt man nunmehr noch Aussagedu den Grundkomponenten der adaptiven Netztver-
Uiber die Formfunktionem.. Sie beschreiben, wie die feinerung gehort ein a posteriori Fehlerschétzer, der
gesuchte Funktion auf jedem einzelnen Element approdie lokale Genauigkeit der L6sung (wohlgemerkt nicht
ximiert wird. Im einfachsten Fall wahlt man einen bili- in Bezug auf eine bekannte Losung) bewertet. Hierzu
nearen Ansatz (Ablj] 2b), d.h. der Funktionsverlauf im wurden in den letzten Jahren verschieden Algorithmen
Elementi ist gegeben durch untersucht [\ ERFUHRT, 19938), wobei u.a. lokale Nor-
_ , . , men fur folgende Diskrepanzen herangezogen werden
P (z,y) = di +dw +d5y . (10)  kénnen:

Hohere Polynomansétze (biquadratisch, bikubisch, e die Residuen in Bezug auf die starke Formulie-
etc.) sind ebenfalls moglich erfordern jedoch zuséatz- rung der partiellen Differentialgleichung
liche Knotenpunkte auf den Elementen. In jedem Fall (BABUSKA & RHEINBOLDT, 19/8)
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Abbildung 3: Schematischer Ablaufplan eines Algo-
rithmus zur Adaptiven Netzgenerierung.

Netz verfeinern

Zellen auswéhlen
>

regular verfeinern
L

Nachbarn verfeinern
(regulér oder irregular)

>

Kanten tauschen
>

Netz glatten

Abbildung 4: Schematischer Ablaufplan eines einzel-

(d)

Abbildung 5: Ein einzelner Schritt zur Netztverfeine-

rung: (a) Auswahl der zu verfeinernden Zellen durch
den Fehlerschatzer, (b) regulare Verfeinerung der Zel-
len 6 und 7 (c) notwendige Verfeinerung der Nachbar-

nen Schritts zu Verbesserung der Qualitat eines Netzeg|jan regular (1) und irregular (2,3,4 und 5), (d) end-

gultiges Netz nackdge swappingnd Glattung.
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e die Differenz zwischen Lésung und lokaler L6-
sung eines verkleinerten Problems
BANK & WEISER (1985)

o die Differenz zwischen der Lésung und einer lo- @
kalen Extrapolation aus den Nachbarelementen
(ZIENKIEWICZ & ZHOU, [1987)

o die Differenz zwischen der aktuellen L6sung und Abbildung 6: Durch Kantentauscredge swapping
Losungen auf feineren bzw. groberen Netzen  snnen spitze Winkel in Elementen vermieden und die
DEUFLHARD et al. (1989); [ZENKIEWICZ &  gonditionszahl des Gleichungssystems verbessert wer-
TAYLOR (1991) den. Je zwei Dreiecke werden als Viereck betrachtet.

Die sie teilende Diagonalkante wird getauscht, wenn

dadurch der maximal auftretende Winkel verkleinert

3.3 Netzverfeinerung wird (Babuska Kriterium),

Die Abbildungen[¥ und]5 illustrieren die prinzipiel-
le Vorgehensweise in einem einzelnen Verfeinerungs-

. . N . Um zusatzliche numerische Fehlerquellen bei
schritt. Die durch d__en Fehlersg_hatzer.besnmmt(.en Ele'der Berlcksichtigung von Punktelektroden (Fourier-
mente werden zunachst, regular verfeinert, d.h. im Fal-

) . . Transformationen, Wahl der Stitzstellen) zu vermei-
le von Dreieckselementen entstehen durch Bisektion )

) . . . - den, wurde ein reines 2-D Problem betrachtet - eine
der Kanten aus einem Dreieck vier kleinere. Auf ei-

) o . . Dipol-Dipol-Sondierung tiber einem homogenen Halb-
nigen Kanten entstehen durch dug Bisektion freie (sog.raum mit 25 Elektroden im Einheitsabstand (1 m) auf
héangende) Knoten, die zu einer Uberbestimmtheit der

o : ) : . einem linearen Profil. Die Stromeinspeisung erfolgte
Koeffizientenmatrix fihren. Um eine gultige Triangu- b 9 9

lati halt d lle Dreiecke mit i han. 20 den Elektroden {z = 0) und 2, zwischen je zwei
ation zu ernaiten werden afle Drelecke mit zwel han- 1, ,, .hharten Elektroden 3 bis 25 wurde eine MeR-
genden Knoten in vier Dreiecke (regulér), Zellen mit

) R ) . ] . spannung; berechnet. Verglichen wurde der relative
nur einem hangenden Knoten in zwei Dreiecke (irre- Fehler der numerischen Lésung
gular) unterteilt.

In zwei weiteren optionalen Schritten kann nun- e; = |(uP™ — ugm?) fugdne|
mehr die Qualitat des Netzes verbessert werden. Wei-
sen die neu entstandenen Elemente sehr spitze Winsowie die GréRe des FE Gleichungssystems (Knoten-
kel auf, so erhoht sich die Konditionszahl des resultie-zahl). Das numerische Untersuchungsgebiet erstreck-
renden Gleichungssystems. Durch Tausch von Kantene sich inz-Richtung jeweils um 2 m Uber das Elek-
kann man dem entgegenwirken. Nach dem BabuSkatrodenarray hinaus (-2,26) und von der Erdoberflache
Kriterium werden zwei benachbarte Dreiecke als Vier- bis in 10 m Tiefe. An der Oberflache wurden homo-
eck betrachtet und so in zwei Dreiecke geteilt, dalRgene Neumann-Randbedingungen gewahlt, die Rander
der gro3te in beiden Dreiecken auftretende Winkelim Untergrund wurden mit dem analytischen Potential
minimiert wird B. Dabei wird entweder die teilen- belegt.
de diagonale Kante beibehalten oder getausetige Die verschiedenen verwendeten Diskretisierungs-
swapping) Eine weitere Verbesserung der Netzqualitét netze sind in Abbildung] 7 dargestellt: ein strukturier-
wird durch Glattung erzielt, z.B. durch die Verschie- tes Starnetz (R-1) mit zwei globalen Verfeinerungen
bung aller nicht fixierten Knoten in den geometrischen (R-1 und R-2) und einer adaptiven Verfeinerung (R-
Schwerpunkt ihrer Nachbarknoten (Laplace Methode).Al) sowie ein unstrukturiertes Startnetz (G-1) mit zwei
globalen Verfeinerungen (G-2) und (G-3) sowie einer
adaptiven Verfeinerung (G-Al). Auf den strukturier-
4 Numerische Ergebnisse ten Netzen R-1 bis R-3 wurde durchweg ein bilinearer
Funktionsansatz gewahlt, wahrend auf den unstruktu-
Die Effizienz eines Modellierungsalgorithmus 1aRt sich fierten Gittern zusatzlich mit biquadratischen und bi-
nach dem Verhaltnis der Lésungsgenauigkeit zur Re-kubischen Ansatzen gerechnet wurden.
chenzeit bewerten und wird u.a. von folgenden Fakto- Die Ergebnisse der Modellrechnungen sind in den
ren gepragt: a) dem Netz bzw. Netzgenerator, b) demAbbildungen[B a) bis c) dargestellt. Fir das einfach-
Funktionsansatz auf dem Netz und c) dem Gleichungs=Ste strukturierte Netz ohne Stiitzstellen zwischen den
loser. Da Gleichungsloser fur dinn besetzte symmeElektroden ergibt sich fir den ersten Spannungsdipol
trische Matrizen wurden in der Vergangenheit in ver- €in Modellierungsfehler von knapp %o. Mit steigen-
schiedenen Arbeiten zur FD Modellierung eingehendder Entfernung von den Singularitaten nimmt der Feh-
untersucht wurden, galt unsere Aufmerksamkeit im e zunéchststark ab umim letzten Drittel wieder etwas

folgenden numerischen Experiment den beiden erstefU steigen, was vermutlich durch die spezielle anisotro-
Faktoren. pe Netztstruktur verursacht wird.
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Abbildung 7: Verschiedene Netze: Strukturiertes Starnetz (a) mit zwei globalen Verfeinerungen (b) und (c) und
einer adaptiven Verfeinerung (d) sowie ein unstrukturiertes Startnetz (e) mit zwei globalen Verfeinerungen (f) und
(9) und einer adaptiven Verfeinerung (h).
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Abbildung 8: Relative Genauigkeit einer numerisch mit verschiedenen Netzen berechneten Dipol-Dipol-
Sondierung im Vergleich zur analytischen Ldsung. Die Stromelektroden befanden sich=bdi undz = 1

die Potentialsonden bai = 2...2 = 24. Die Werte sind jeweils Uber dem Mittelpunkt des Spannungsdipols
aufgetragen.
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O RoLbilnear sowohl strukturierter als auch unstrukturierter Startnet-
2 R binear ze erwies sich als vergleichsweise ineffiziente Varian-
X R-ALbiinear te zur Verbesserung der Genauigkeit fir die gesamte
% G-1 biquadratic Sondierung. Obgleich eine bessere Genauigkeit an den
8 2:; E:ﬁﬁ:;f, Quellen erzielt wurde, ist eine adaptive Verfeinerung
o 2 pauadatc eines strukturierten Startnetzes ebenfalls global gese-
D O e hen sehr ineffizient, was vermutlich durch die beson-
B o3hicukic dere _Netztstruktgr hervorgerufep wurde. .
A G-Al biquadratic Bei unstrukturierten Gittern hingegen war die adap-
A_G-AL bicubie tive Verfeinerung der globalen auch im mittleren Feh-
107" . . ler Gberlegen. Als besonders effiziente Variante, bei re-
lativ geringer Zunahme der Knotenzahl einen hohen
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" sagekraft des mittleren Fehlers, die diesen Uberlegun-
10 gen zugrunde liegt, begrenzt ist, da die relativen Feh-
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10 10 10 10 ne Knotenanzahl nur die Zeit die zum Losen des Glei-

ber of nod : i S .
Number of nodes chungssystems benétigt wird. Unbertcksichtigt blieb

Abbildung 9: Performance verschiedener Netze ausgeplie Zeit zur Erstellung des adaptiven Gitters, die jedoch

driickt durch mittlerer relativer Genauigkeit als Funk- Vernachlassigbar wird, wenn viele Elektrodenkonfigu-
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5 Diskussion

Aus Abbildung[®, die die Ergebnisse aller Netze in

einer doppelt logarithmischen Darstellung der Genau-DEUFLHARD, P., LEINEN, P. & YSERENTANT, H.
igkeit Uber der Knotenzahl zusammenfafit lassen sich (1989): Concepts of an adaptive hierachical finite
folgende Aussagen ableiten: Eine globale Verfeinerung element code. IMPACT Comp. Sci. Eng., 1, 3-35.

126



19. Kolloquium Elektromagnetische Tiefenforschung, Burg Ludwigstein, 1.10.-5.10.2001, Hrsg.: A. H6rdt und J. B. Stoll

Dev, A. & MORRISON H. F. (1979): Resistivity ZHAO, S. & YEDLIN, M. (1996): Some refinements
modeling for arbitrarily shaped three-dimensional on the finite-difference method for 3-D DC resistivi-
structures. Geophysics, 44, 753-780. ty modelling. Geophysics, 61, 1301-1307.

Fox, R. C., HOHMANN, G. W., KiLLPACK, T. J. ZIENKIEWICZ, O. C. & TAYLOR, R. L. (1991): The
& R1J0, L. (1980): Topographic effects in resistivi-  Finite Element Method. McGraw-Hill, London.
ty and induced-polization surveys. Geophysics, 45

75_93. "ZIENKIEWICZ, O. C. & ZHou, J. Z. (1987): A simple

error estimator and adaptive procedure for practical

HoLcoMBE, H. T. & JIRACEK, G. R. (1984): Three- engineering analysis. International Journal for Nu-
dimensional terrain corrections in resistivity sur- merical Methods in Engineering, 24, 337-357.
veys. Geophysics, 49, 439-452.

KEMNA, A. (1995): Tomographische Inversion des . R
spezifischen Widerstandes in der Geoelektrik. Di-A Formfunktionen bei bilinearem

plomarbeit, Universitat KoIn. Ansatz

KosT, A. (1994): Numerische Methoden in der Be- pje Koeffizienten der Systemmatrig (8) und des Last-
rechnung elektror.nagrienscher Felder. Berlin, Hei-yeyiors [9) sind Funktionen der Ortskoordinaten der
delberg, NewYork: Springer-Verlag. Knotenpunkte eines jeden Elements und hangen vom

LOWRY, T., ALLEN, M. B. & SHIVE, P. N. (1989): lg‘?g”ah'r:?“ ':A“”k(;"_’_”ia”f.‘f’“z d"?‘“fge” E'erl‘:t?“te” a.t;; Wir
Singularity removal: a refinement of resistivity mo- élr:cri]ienltirn ul:fj (;lljec eitsuprreclﬁeng:ar:\] :Jnrieg!;rjglzz,sclirir]ike
deling technigues. Geophysics, 54, 766—774. " . X :

9 9 phy fur den Spezialfall ab, dal3 die gesuchte Funktion auf

MUFTI, |. R. (1976) Finite difference resistivity mo- jEdem Dreieckselement durch einen bilinearen Ansatz

deling for arbitrary shaped two-dimensional structu- @pproximiert wird:
res. Geophysics, 41, 62—-78. ‘ , : ,
e (@y) =d +dyz+dy . (12)
PRIDMORE, D. F., HOHMANN, G. W., WARD, S. H.
& SILL, W. R. (1981): An investigation of finite- Alle folgenden Ausdriicke beziehen sich auf das Ele-
element modelling for electrical and electromagne- ment: mit den Knoten 1, 2, und 3 wobei der obere
tic data in three dimensions. Geophysics, 46, 1009-Index weggelassen wird. Wendet man die Approxima-

1024. tion auf die Werte in den Knoten selbst an
QUERALT, P., Pous, J. & MARCUELLO, A. (1991): 1 Lz oz dy

2-d resistivity modelling: An approach to arrays par- p2| = |1 22 2 dz | (12)

allel to the strike direction. Geophysics, 56, 941 P3 L a3 z3) \ds

950.

koénnen die Koeffizienten ausgedriickt werden durch
RUCKER, C. (2000): Die Methode der Finiten Ele-

mente mit adaptiver Gittererzeugung und Integration Zl 1 Zl Zl Zl w1 13
eines Mehrgitterverfahrens zum Ldsen des gleich- 2] T o (P2 P2 2] lw2] (13)
ds c3 c3 3 ©3

stromgeoelektrischen Vorwartsproblems. Diplomar-
beit, Universitat Leipzig, Institut fur Geophysik und \yonhei A die Fliche des Dreiecks ist. Einsetzen

Geologie. von (I3) in (11) liefert
SCHWARZ, H. R. (1991): Methode der finiten Elemen- 3
te. B.G. Teubner, Stuttgart. oz, 2) = Zgolal(x, 2) (14)
=1

SPITZER, K. (1995): A 3-D finite-difference algorithm
for DC resistivity modelling using conjugate gradi- mit folgender Definition der Formfunktionen:
ent method. Geophys. J. Int., 123, 903-914.

aq (1'7 Z) 1 ar b1 1
VERFUHRT, R. (1993): A review of a posteriori er- as(x,z) | = o4 | @ by c2 x| . (15)
ror estimator and adaptive mesh refinement. Tech. as(x, z) as bs cs3 Y

rep., Institut fir Angewandte Mathematik, Universi- ) _ o
tat Zurich. Die Integration uber die Elemente laf3t sich im allge-

meinen leichter bewerkstelligen indem die lokalen Ba-

ZHANG, J., MACKIE, R. & MADDEN, T. (1995): 3- sisfunktionen als Polynome der baryzentrischen Koor-
D resistivity forward modelling and inversion using dinatens, n und¢ jedes Elements ausgedrickt werden.
conjugate gradients. Geophysics, 60, 1313-1325. Fur bilinearen Anséatze auf Dreiekcelementen sind die

127



19. Kolloquium Elektromagnetische Tiefenforschung, Burg Ludwigstein, 1.10.-5.10.2001, Hrsg.: A. H6rdt und J. B. Stoll

Formfunktionen mit den baryzentrischen Koordinaten
identisch

al(fan7c) :g
Ofg(f,?’],() =1 (16)
az(§n () =C=1-&(—n .

Fur die Integration der Polynome in baryzentrischen
Koordinaten existieren die folgenden allgemeinen For-

meln:
q'rls!
s d) =24———— 17
(L&n( (g+7r+s+2)! (17)
4y dr — o 9T 18

wobei L die Lange des entsprechenden Randelements
ist. Man erhalt schlieRlich die folgenden Ausdrticke flr
die Integrale in[(8)

o biby, — crem
o Vay - Va,, d2 = (W fitm

1 ) )
=—(A® (@) .
[ e 00 = 55 (49 + 498, fu,

(19)

1 . ,
m ar = - L(Z) L(l)(s m ilm
/F(i) o 5 ( + ! )fz

wobeid,,,, das Kroneckersymbol bezeichnet und

1 [undm sind Knoten vor)(¥)
f’il’m -
0 sonst.

Fur den Lastvektor ergibt sich

Ne
> / o I0(z — 2)6(2 — 2) dQ = I8, . (20)
=1 Q@
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